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B E V E Z E T É S  

��� �� �������� ���� ������ �������� �� �!��" ������ ��� ������#���$� ����"% -e mintegy kétszáz 

oldalon úgy összefoglalni az emberi tudás egy nagy szegmensének, az áramlástannak a 

 �������� "������&� #'��� ��� ' (��)� � ����*�� ���!������� ��+�'�� ������ ����"����,��&�

elsajátításában és ami a legfontosabb, megszeretésében és a mérnöki alkotómunkában való 

eredményes felhasználásában.  

��������*�������"���-� ��&����������!".��������/� #�  ���.����(������0$�������#���1�������

meghatározni, hogy mi az, amit nem szükséges leírni, megtanítani és megtanulni. Az 

érdekes és fontos ismeretek nagy mennyisége és a terjedelmi korlátok közötti ellentmondást 

ne#��� 2� ' *���&� ��#����� ��"% #���� � � �� (.� ��'��.�3� 4���� ��,�� (�(�� ��'�,��&� #'��� ��

jegy���� ��� � ��*.�'��� &� �� �����"��� ���  �,'"��)"�1��� ����'" ��'��� � ���%��� ���!��� ��

felkészülést, és bízva az olvasó� -�.  )� �1��.�.,��� �� ���"��� (.  � ��� �� ��(��,�� "��� �����

kifejtés kockázatát.  

��� ."�� .����� ' ���� ����"������ � 2'� � �'���&� ��� ���� ���5���� �� �������� � �'�.�'�&� ��

��"�-��� 2� �*��'�� ����� "����,��� �.�������� *-���� ���"�+��&� *�� #'��.���!������ �##'�� ��&�

hogy m���"��%�� ��� � �� ��� � ���� ��� ��"������� ��.�'�� �� �������3� �� "�+% ��,��&� ��

hajózásban, az energetikában, a közúti közlekedésben, a szállításban, a vízépítésben, a 

környezetvédelemben, a vegyiparban, az épületgépészetben és az emberi tevékenység 

számos más területén fontos szerepe van a közegek áramlásával kapcsolatos ismereteknek. 

Ugyanakkor a meteorológia, az orvostudomány, a biológia, a hidrológia, az oceanográfia 

��(� ���� ���� ��+��l#���� � � ��� ."�� .����� � �� ���.��� �� �% 3� 
���� �'�� ��"��������

jelenség,� ��� �����*���)������"���*��� ��� ��,�"� ��+�� ����$� ��  .��'��  ','�.��&� �� 2' �)��

(������� ."�� .��&� �� �����"� #1  .��.��&� �� 2� #��� �.����&� �� ��� � �1�'�.��� ���*-mind a 

közegek áramlásával vannak kapcsolatban, mutatva a lehetséges változatok végtelen 

számát, az áramlási jelenségek bonyolultságát.  

Az áramlástant sokan azért is tartják figyelemreméltó tantárgynak, mert igen szépen és 

érdemben kapcsolja össze a fizikai jelenségek leírását a matematikai ismeretek alkalmazá-

sával és a gyakorlati mérnöki feladatok megoldásával. Ilymódon ez a tantárgy 

hozzájárul#��� ���� ' ���� ��"�-��� #�,��1�� ��� ��1 .�.#'�&� ��� �� �� ����'" ���� ��������

feladatok igé������ �� �����++�".�1��,�"�'�.,����-"��������' *.�.��"�����!���� ���,��&��#' �

az elmélet és a gyakorlat szerves kapcsolata valósul meg. 

Megköszönve Kristóf Gergely doktorandusz kolléga lelkes munkáját az ábrák 

elkészítésé,������������������"��������,��������"�������"�.�������%"� ������"(�&��"�*������

és örömet kívánva az olvasó jóindulatába ajánlja a jegyzetet. 

Budapest, 1994 tavasz                  Lajos Tamás



1. Az áramlástan tárgya, a folyadékok  

sajátosságai 

1.1. A folyadékok és a szilárd anyagok összehasonlítása 

Az áramlástan nyugvó és mozgó folyadékok egyes sajátosságaival ill. e sajátosságok 

����'" ���&� �������� � �� ���.�.(� � 2'� � �'���3� 6�1�()� 2' ��*����"��,��� . ��lában a 

nyomásmegoszlás meghatározása a feladat, míg áramló közegekben a nyomásmegoszlás 

mellett legtöbbször a folyadék sebességének eloszlására vagyunk kíváncsiak.  

��������	
�����
� ������������
�������� �
�
���������
���������
���� �
��
���������-

állapotú közegeket,�!��� ���-,,��-"��� �(���(� ������(!��� &��������������������'" ��,���

leg����"�,,���� �2'"*1 )�2' ��*��'��� �2'� � �'�1��3 

��� �% -�,-������ ���� �� 2' ��*��'���� �� ��� ."*� �������� 7� 8�����%��� � � ���� �'�*' ����

kisérletet. Az 1.1. ábrán bal oldalon két síklap közé helyezett, lapos szilárd testet   

 

1.1. ábra 

látunk, amelyet alul és felül a lapokhoz ragasztunk. Jobb oldalon a két párhuzamos lap 

között folyadékréteg (pl. olaj) van. A szilárd test és a folyadékréteg lappal párhuzamos 

keresztmetszete A. Az� � �)�  �+� "-��!����&� �� 2� ��� -����.(� � +."#1���'���� � �'�*!�#��)3�

Hassunk F� �"�(� � �� 2� ���  �+"�3� ���� ��+����� �1�&� #'��� �� ��� ."*� �����,��� �� �������

τ = F A  csúsztatófeszültség hatására a szilárd anyag deformálódik. A deformációra 

��  �����γ szög egy határig arányos a τ csúsztatófeszültséggel (Hooke-�-"(���93� �� ������

deformáció általában csak az anyag szerkezetének tönkremenetelével valósítható meg. 

A folyadékréteget��-�"�2'�)� �+'���-�% ���2� ��"��F��"�(� �#��(����2� ��� �+�1���,�������

mozgásba jön, a �����	
���	��
���������������	
�������	��3�:���% -�,-��������.�;�F 

�"���2���%������(�����% -�,-���A���"���������������� ."*��������� �(����2' ��dékrétegekkel 

kísérletezünk, azt tapasztaljuk, hogy amíg a szilárd testnél a γ deformáció, a folyadéknál 

a deformáció sebessége, a dγ/dt arányos egyenesen a τ csúsztatófeszültséggel. 
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A kísérlet során azt tapasztalnánk, hogy �� ������	� ������� 
�����
��� �olyadék sebessége 

közvetlenül a falnál megegyezik a fal sebességével. Ezt az általánosan alkalmazott 

tapasztalatot a tapadás törvényének szoktuk nevezni.  

<���' �1�� 2� � =>3?3� .,"�9� �� ���� +."#1���'�� �!�'�� -�����-��&� ��'�"�� ��"� ����� �� ��������

mentén a sebes�
��
���������� ����� ����� �
�
��
��
������� �
���������� ����
�����

görbét, amelyek talppontjai az e egyenesen vannak! A tapadás törvénye következtében 

���.  )� �+#'�� ���-�� �,,� �(��2' ��*��"��������,��������� = � &��!����2� ��� �+��-�vetlen 

közelében a sebesség������ ���� �+�1���,������(� 3��� ��������,��������'�� .�������� �+�

között?  

 

1.2. ábra 

����"*������(. ���' .�.#'��� ���-"�#��."'��1��������γ és a v x közötti kapcsolatot!  

Megjegyzés: A differenciálhányados szokásos matematikai értelmezése egy 

differenciálható y=y(x) függvény egy rögzített pontjában, ha ∆y a ∆x növekményhez tartozó 

függvényérték megváltozás: 

��� �
∆

∆
∆�

�

�

��

��
� �	

→
= = =



α , 

ha α���������	���
���
�����������������������	���
��������� �	��	����������	���� dy
dx

 itt egy 

szimbolikus jelölése��������������	������	�����������������	�	������������� 

�������
��� �� �������� ����������� �	� �	���� ��������� ��
dy
dx

 kifejezés egy másik 

értelmezése: 

��� �
∆

∆
∆�

�

�
� �	

��

��→
= = =



α , 

�����������������	��	����
	��	����	��� ���
��������	�����!	�������������	������������������������

������	������������������	���������"����#��	�összetartozó dx és dy érték hányadosával is ki-

!	�	��	��������"������	���������	�	���#������	�	�������	��������
	���������"����������������e-

� �	�	�#� ��	��� 	�	�	���	�� ��� közelíti az y=y(x) függvényt a rögzített pont környezetében. 
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Így értelmeztük a dy és dx differenciálokat, melyeknek hányadosa, szorzata stb. is értelme-

zett. 

 A jelen jegyzetben ez utóbbi értelemben kezeljük a differenciálokat, illetve 

differenciálhányadosokat. 

Az 1.2. ábrán az y helyen látható egy dy vastagságú folyadékréteg. A csak az y-�) �2%����

��  sebességkomponens y irányú változását a �� ���  differenciálhányados jellemzi. 

�'�*' ��,��� 2���%���������."�� .�,�������� �� �&� *��#'���;�.�;���������&� ���(����. �1��

���&� #'��� *�� �*�� � att milyen dγ� ��-��� � 2'"*1 � � @� ��� �� �������� 2� ��� "�����

� �� �� ��� �+ � � , alsó része �� � ��,������� � �'�'�3� �� �������� 2� ��� "����� *�� �*���"����

alatt �� �� �� ���� � ⋅ -vel távolabbra jut, mint az alsó rész (ld. 1.2. ábra93���*���*���"���"��

jutó elfordulást, dγ-t a fenti szorzat dy-nal való osztásával kapjuk meg. ���
���
������	��
�

jutó szögelfordulás, azaz a deformációsebesség a dt-vel való osztás után adódik: 

�

��

��

��

�γ
= �

 

�������������� �����'�*' ���!��" ��,������.  �+!�'��1�&���*γ/dt deformációsebesség és a τ 

csúsztatófeszültség között egyenes arányosság van. Ezért az (1.1)-et figyelembe véve 

felírható Newton viszkozitási törvénye:   

τ µ µ
γ

��
���

��

�

��
= = �

 

(A τ���*�A����-�% ����� �����τ-t tartalmazó sík normálisának irányát, a második a τ irányát 

jelenti. τyx ��#.�� ��� �� �'"�. ��;� �!�'�� �,"�*�� A� �".��;� 2���% ������� �� - �3� �� �;" )*.�'��

közegek tárgyalásánál látni fogjuk, hogy általános esetben a τxy kifejezésében más 

sebességkomponens hely szerinti deriváltja is szerepel. Megjegyezzük továbbá, hogy a 

súrlódásos közegek deformációjánál a csúsztatófeszültségek mellett húzófeszültségek is 

keletkezhetnek, amelyekkel a 9. fejezetben foglalkozunk.) 

Az (1.2)-ben µ egy, a folyadék tulajdonságaitól� 2%���� �"����� �".��'��.��� �������&� ��

dinamikai viszkozitás, amelynek mértékegységét a µ� =>3?9������ ��,� � �-"�������2��������

után az alábbi módon határozzuk meg: 

µ τ=
�

�
�

�

�
� = =

��

��

�	 


� 






 �

�	


��
� � 


�
 

Definiáljuk a kinematikai viszkozitást, mint a dinamikai viszkozitás és a ρ [kg/m3]  

�����
�������	����: 

 
ν

µ
ρ

=
  

 �� 


    

(1.1) 

 (1.2) 

(1.3) 

(1.4) 
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Az (1.2) ismeretében már megválaszolhatjuk a sebességmegoszlás alakjára vonatkozó kér-

dést. Esetünkben a τ csúsztatófeszültség az e egyenes mentén, azaz a két lap között állandó, 

így (1.2)-,� ��*)*)���*(x/dy is állandó, azaz a sebességmegoszlás lineáris. 

Ha megvizsgáljuk az (1.2) kifejezést, további következtetéseket vonhatunk le: ha a defor-

mációsebesség zérushoz tart, akkor a csúsztatófeszültség is el�����3� ���� ;��� ��'��1��

mondani, hogy – a szilárd anyagokkal ellentétben – a folyadékok nyugvásbeli súrlódása 

zérus. (Ezért lehet – persze csak igen lassan – eltolni kézzel a parttól egy több tonnás 

hajót.)  

Másrészt, ha a τ csúsztat)2���% ����� ��"1��) � �% -�,-���&� ��� =>3?9� -����2%����,� �

�� ��� ≠ � következik, azaz nyugvó folyadékban nem tartható fenn tartósan 

�� ���
��!���
�"� �� �� ���
��!���
�� ��������� �� �����	
�� �	��
�� �������������

deformálódik. Ez az egyik fontos sajátosság, amely a folyadékokat a szilárd anyagoktól 

megkülönbözteti. További különbség, hogy szemben a szilárd anyagokkal a folyadékok 

�
�����
�
���
r�
��
��	
�������������
������
��
�
�!���
������������
��!�# 

Itt jegyezzük meg, hogy a folyadékok és a szilárd anyagok közötti éles különbségtétel sok 

������ ������� ���� �-����� 2� �*��3� 8������ ' ���� �-������ 1������&� ��� ���� ����".���

"��*� ������� �� 2' ��*��'�� ��� �� ��� ."*� �����'�� ��  �����(� 3� 8������ �'(.,,.� ' ����

folyadékok is, amelyeknél a csúsztatófeszültség és a deformációsebesség között az (1.2)-�� �

� ��"�� ��+5�olat áll fenn. Ezeket nem-newtoni közegeknek nevezzük, és sajátosságaikat 

����,,&���B3�2ejezetben tárgyaljuk. 

1.2 A folyadékok néhány tulajdonsága 

Az 1.3. ábrán� .�#��)�*1�����;(� � ��."��#����",�������(��&���� �����8� m3  térfogatát és 

m [kg] tömegét ismerjük, így ezek hányadosaként számolható a v m kg3  fajtérfogat, 

�,,� � +�*��� �� ρ=1/v kg m3 � ��"����3� �� *1�����;� �'����.�.(� � �� ���� ��"2'���.��

változtatjuk, miközben mérjük p [Pa] nyomását. A T C
D� #���"��� ����� ���� #�5��"� ��

���!�����(� &�#��,�(�������� �(����� ('�.��� �.  ��*)��"��������"��1�3 


% -�,-��� 	=áll. mellett mozgassuk a dugattyút balfelé és mérjük a v fajtérfogat 

függvényében a p nyomást, majd a mérési eredményeket ábrázoljuk az 1.3. ábrán látható 

diagramban. 

�*'��&�.  ��*)�#���"��� �����  ����5�-�����(����������"2'���.������'�.�����*��,����-(�k-

����&����*�.  ��*)(.�(. ��3����'"���#����",���2' ��*��5��++����� ���������&������������

-������'�.�� ��"������ � 2%���� "���e kondenzálódik. Tovább csökkentve a térfogatot az 
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ös����������'�*���. )*������5����5��++2' �)��2.����  ������#����",��&���� ������ ��"2'��t-

csökkenésre nagy nyomás növekedéssel reagál, azaz a görbék igen meredekek lesznek.  

 

 1.3. ábra  

���% -�,-���	=áll. mellett kapott görbék két helyen törnek. E töréspontok összekötésével 

a diagram bal és jobb oldalán egy-���� #��."' )�-",��� ��+1��&� ��� ���� �� *���"��� 2� ���

részén egy u.n. kritikus pontban találkoznak. A görbék között a közeg mind cseppfolyós 

���*� +�*���  ������&� ��'��) � ,� "�� 5���� 5��++2' �)�&� �',,"�� +�*��� 5����  �������

halmazállapotban van. 

Van egy olyan ����� ��.�#���"��� ��&���� ��� ��� ������-5��++2' �)��.�� ��1 .��"�������#��

felszabadulása nélkül megy végbe a �����  nyomáson és �����  fajtérfogaton, és amelynél 

������,,�#���"��� ��������� �#�������*'����.���5��++2' �)�!����3�=8!�"�$���� = 647 K, ���  

= � �� ���� ⋅  Pa.) 

Az 1.3. ábra� �',,� ' *� .�� � #� �����*�� #��."' )�-",��� ��� �� E�F�� �� �� ��"% ����� �� ����

telített&� ����� �� ���� �� ��"2'���� (. �'�.sára halmazállapot változással reagál. A jobb oldali 

#��."' )�-",��� � �',,"�&� ������ �-�� �,���  �(�� +'��'��� � ��  ������� .  �+'�'��. �

túlheví�
���������&��!����#��."' )�-",��� ��.(' &�+ 3�� �����>>  esetén gázról beszélünk.  

��  �(����� � �'�)� ��  és ��  esetén a �����  rendre� >GH� C
D� ��� >?I� C
D&� ��#.�� �� ��������

� �� ���.�'��. � ��'�.�'�� #���"��� ������ � � �����>> .� 3� J��� ��  �(���� �.����� ������#���&�

amelyre jó közelítéssel érvényes az ideális gázra vonatkozó gáztörvény: 

�� =
�


�
ρ

=
 
,
 

ahol             � � ��= 
  

az adott gáz gázállandója, ami az univerzális gázállandó (Ru = 8314.3 J/kg/K) és a 

�' �-����=����K��' 9�#.���*'��3���(���"���L?B�C��K��' D&� ��#.��<�L�?MN��K��K
3����

(1.5) 

(1.6) 
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1.3. ábrán látható, hogy a CS+L-lel jelölt területen (ahol a gáz telített állapotban van) a 

� ���= � görbék vízszintesek, azaz egy��*'���	�#���"��� ��#����*'��� �� !����������'�.��+g 

tartozik. Rajzoljuk fel a a vízre vonatkozó � �	−  u.n. tenziógörbét: 1.4. ábra! 

 

 1.4. ábra  

�� *���"��,) �  .�#��)&� #'��� ���� #���"��� ����� ���  ��"��-#��� ���2.���� =����� �� 2' ��*���

2'"".�,�� �-#��9&�#��� ����*��n kicsiny a nyomás. A nyomás csökkenését okozhatja pl. az 

."�� .��� ��,������ ����-(���*���3� � �2'"*1 #��� ��#.�&� #'��� ��� ."�� )� 2' ��*��,��� ��

nyomás a telí����� �����'�.���� 5�-����&� ���"�� ���,1,'"��'�� �� ��������3� ����'"� ��

buborékok nagyobb nyomású helyre ker% ���� �� ���� �'�*���. )*��&� �� ,1,'"��'��

összeroppannak és a közelük,���  �(�� ��� ."*� ������ 2� % ����� =+ 3� ���(����;�  �+.��.�9�

�� ������"'�5�' .���'�'����3�����z,1,'"��'����+��*��������-����"'++��.�.��kavitációnak, 

a roncsolást kavitációs eróziónak nevezzük. 

����
��������� 
�� �
��
��� �������������$����
�
���������� �
������������!�����
�
� 

,��1���.����"*���,���"���' �1��2- ����' ��1 .���-�-���#��)��"������-�-��%�� �(��*��.(' �.��

függvényében: 1.5. ábra. 

A diagramból látható, hogy a  molekulák között 

��*� �.(' �.��) � � 2%������('��.����� ����!�.����y-

aránt  felléphet. A � �  „semleges” távolság,  

����'"�����"����"1�&�������"�� ��' ��1 .��. �.l-

talában � � �� ��− ⋅ − [m],  ami kb. a molekulák 

átmér���(� � ����� �3� A cseppfolyós halmazál-

lapotú közegek molekulái egymáshoz viszony-

lag közel vannak: � �≈ �. A távolság csökkené-

se ese���� � ��"�*����� �-(���*�� ����!�.�� � ��g-

magyarázza, hogy miért növekszik  olyan rohamosan a nyomás, ha csökkentjük a cseppfo-

lyós halmazállapotú közegek térfogatát. (vö.: 1.3. ábra) 

A  molekulák  távolításakor  k� ������� � ('��)�"�� ����',,� �.(' �.�� ������� � � "'#��'���&�

� −� -�� ��".��'����5�-����3���1�.�����.�'����"�������,3�O������.�"��**� �����,,&��������

folyadékoké, a molekulák közötti átlagos távolság gázoknál a cseppfolyós közegeknél ér-

 

1.5. ábra. 
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vényes ≅ � �  távolságnak kb. tízszerese. Ezért – szemben a cseppfolyós halmazállapotú kö-

zegekkel – a gázoknál a molekulák közötti vonzó-���������� ���
������!����
�
�����
l-

tekintve elhanyagolható. 

�� �
��
��� 
�� ��
��������� ���
�
�� ���������������� 
�
	
�
�� (����. (�� �� ������

különbséget tap����� 1��3�	1*�1�&�#'������-������,� ��� ���"��.��� =�������#���"��� ���� �

jellemzünk) a közeget alkotó molekulák rendezetlen mozgásával függ össze. A �
��
���

közeg molekulái����%��-������� �� ������(������.��) �2%���� ��% ��'�'�#�����&���� � -hoz 

képest jelent����.(' �.�'��=���,�*�;�#'�����9������(������%��-�����-�-��3����."�� )��.�'��

tehát viszonylag nagy sebességgel, rendezetlenül mozgó molekulákból álló halmazok, 

amelyek a rendezetlen molekula-sebességhez képest általában egy-két nagyságrenddel 

lassabban mozognak az áramlás irányában. Amit mi a gáz sebességének tekintünk (pl. ��  a 

(1.2) összefüggésben), az a gyorsan mozgó molekulák sebességének vektoriális átlaga.  

Tételezzük fel, hogy a ��  változik az y mentén, azaz az egymás mellett haladó gázrétegek 

sebessége� �% -�,-��3� �� "��*���� ��� =#�9�'��.�� �-(�������,��� �� ����',,� ��,�������

"����,� � �� ����,,� ��,������,�� .��1�)� �' ��1 .�� ��'"�!��.�� ��� �� "����,��� #� �*)�

�' ��1 .���&��!��������,,���,���������������',,���,�������"����,���1�(�� ���!��.�����3�A 

�!�������� �
�
ssé��� �
�
�
�� ������� �� ������
�%���� �
�	
�
��
�� ��������

���
��
��
�
���
��
������olekuláris impulzuscsere a gázok viszkozitásának forrása.  

&��������������
��
��
�
&������������' ��1 .��"��*���� ����'��.�.������,������&������

�% -�,-��� "������� �-�-��� .� �+�� �'lekulák száma, ezért ��� �� �����������. Ha adott 

#���"��� ��� ��  ���� �� nyomás növekszik, nem várható a viszkozitás változása, ami a 

követke����++��� �����".�#��)3� �� ��'�.�� ��� ���������� 2� % ����� �".���� (. �'����)�

�' ��1 .��. �� ���2� % �������2��������"�&������*'���#���"��� ��&���������.��' ��1 .���*'���

rendezetlen se,������� ������� �� ��"2'���������,���  �(�� �' ��1 .�� ��.�.�) � ����� ��

��"������ �2%��3�6a��',,���'�.������������.������',,���"�������-(�������,����".��'����

�-,,��' ��1 ��  �+� .�� 1����� ��� � ��"�� ��,������� "����,�&� *�� �� ����',,��' ��1 �-��"�����

miatt rövidebb az ütközések között megtett út (a szabad úthossz), ezért kisebb mélységben 

#��' ����,������ ��"����,�������"����,�&����������,,����' ��1 .���-�-������+1 �1�5��"�3� 

A cseppfolyós halmazállapotú közegek� �' ��1 .�� 1����5���� (�������� #��'��.��&�

amelynek úthossza a molekulák közötti lényegesen kisebb távolság következtében sokkal 

csekélyebb, mint a gázoknál. A molekulák közötti kisebb távolság következtében a mole-

�%������������
���
���
�
�������
�
�
�����a viszkozitás kialakulásában. Ezt indokolja 

az a körülmény, hogy – ellentétben a gázokkal – �����
��
��
�����
�
	�
�
������
���o-

lyós közegek viszkozitása csökken3� 6-(��(�� #���"��� ��� 1������� ������!(�,,�

#��'��.��&����' ��ulák közötti távolság növekedését é�����-�-��%��#��)�('��)�"��5�-��e-
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nését  eredményezi.  Cseppfolyós közegek  –  mint láttuk –  igen kevéssé összenyomhatók,

tehát a nyomásnak ezeknél sincs gyakorlati befolyása a viszkozitásra. 

���������	
���
	�	��
��������	��	����
��	��������������	�
�
�
��
�	��pcsolatos megálla-

pításokat! 

     cseppfolyós   �������  

Molekulák közötti távolág  kicsi≈�
�
   nagy≈10�

�
 

���
�����	�
�
���	
��	��
�
�
 nagy⇒ szabad felszínt kicsi⇒ kitölti a  

    képez   rendelkezésre 

       álló teret 

Nyomás növekedés hatása  kicsi ⇒ 1000 bar 5%  nagy ⇒  T=áll. esetén 

a térfogatra    térf. csökkenést   v az 1/p-vel 

     okoz    arányos (1.5) 

A viszkozitás forrása   molekulák közötti  ���
�����	��������� 

     �����
��	  miatti impulzuscsere 

A viszkozitás  

			�	���������
�	�
�
�
����
�	 csökken    �� 

   a nyomástól    nem függ   nem függ 

1.3. Az ideális folyadék 

�	�
���	���������
�
� ��	 �������!	����	 �
�
����	�"�
� ���	���	�	��
��������	��	 ����
��	

közegek felépítése, szerkezete között. Mégis, ha az áramlástani feladatok megoldása szem-

pontjából tekintjük e közegeket, igen sok egyezést tapasztalunk. Így például az (1.2) össze-

függéssel leírt Newton viszkozitási	�
�����	�	�
�������  ��	
���������	��
��������	��	��g-

�
��	��������������	�
�
�
��
	
�������	������
�# 

$����	����	�
�
�����	�	��������	�������������	 
�
�
�����
!	��������	�	�"�
� 
��	�����z-

állapotú folyadékokra egyaránt érvényes áramlástani összefüggések meghatározására.  

�	���������	%��
��������	��	 ����
��	��������������&	����������	���
��
�����
	 
�
�
t-

ték az ideális folyadék fogalmát, amelynek legfontosabb sajátosságait a valóságos folyadé-

kokkal összehasonlítva adtuk meg. 
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Valóságos folyadék    Ideális folyadék 

���������	
�
�������
��   homogén (kontinuum) 

súrlódásos (µ ≠ 0)    súrlódásmentes (µ = 0) 

összenyomható (ρ ≠ áll.)    összenyomhatatlan (ρ = áll.) 

�� ����
����� ������
������ 
����� ��� 	����	
� ������������� �������
� �

�������

� �������

meghatározni, amelyek meghatározott esetekben jól használhatók valóságos folyadékok 

áramlá
����������
�������
���	�������
����egoldására. Ahhoz kell szilárd tudás és intuició, 

�����������
����
�
�����
���
������������
���������
�
���
������
�����
�������������
����

elhanyagolások, közelítések hatását jól meg tudjuk becsülni. Becsléseink, feltevéseink he-

lyességét a kísérletek, a gy������
	� 
���
�
���
�����
�
��������� �
������
!��"��
���
�s-

ség és az összenyomhatatlanság feltételeit már nem kötjük ki és ezáltal egyre bonyolultabb, 

de a valóságos közeg áramlását egyre tökéletesebben leíró megoldásokra jutunk.  

Felmerül a kérdés, hogy �	��
� ���� 
���
��� 	����� #
������$
�
%� �������
���� �������go-

lásokra és ezek hatásának becslésére. Azért, mert jelenlegi áramlástani ismereteink, a ren-

delkezés������"���
���
	��	��
����
����
�
����
�
	�����$	
�
���
��������������������������

a természetben ���������
���	���������
������������"�������

��	�����������
�
����
�

���

„ponto
��%������������ &��� ���������	��	�� 
����� �������� �

"�� �� ����
�
��
���� ����� ����

személyau
"��� ��
"� ������
	� �����
�� ���
� 
����
�

��� ����
���	� ��������
� 
������
���"��

szükséges – mondjuk ±2%-os relatív hibahatáron belül – kiszámoljuk. 



2. Fizikai mennyiségek és leírásuk 

2.1. Skalárterekkel leírható mennyiségek 

������� 

�� ������	
�� ��
�	� ������	��� ρ
ε�

�

�

�
�� �=

⇒
��� �

∆

∆
∆�

	 , ahol ∆m a ∆�� ����
	������ �����

közeg tömege, ε pedig egy, a vizsgált folyadéktér méreteihez képest kicsi, de a folyadék-

molekulák közötti távolsághoz képest nagy méret. (Ha ε a molekula-távolság nagyságrend-

�������������������������
����������	��������������	��

�����������		������
	�������������

molekula tartózkodik a ∆V térfogatban.) 

Az ideális folyadékot homogénnek tekintjük és ρ�������	������
�����
����������	
����
�	�

ρv�������	���������
����	�������������������������
�r���������
���������������		����� �A 

���������� 	
��
	�
���� �� ρ ρ= � � �� �  skalártér, azaz a ρ ρ= � � � � �� � � �  négyváltozós 

függvény írja le. 

Nyomás 

Vegyünk fel nyugvó folyadékban egy felületelemet ill. az azt jel���
��∆A felületelem vek-

tort�!������������	�����������������������

�"��������������
������������������	���	��������

zárt felület esetén kifelé mutat). A ∆A felületelemre ∆F�������� � 

Nyugvó valóságos (súrlódásos) folyadékban az 

(1.2) összefüggés értelmében nem tartható fenn 

csúsztatófeszültség, ezért ∆F-���� ������ges-

nek kell lennie a felületre. (Ugyanez érvényes 

ideális közegben is, függetlenül attól, hogy 

nyugszik-e vagy áramlik.) 

�
� �	���	���� ���������� ������ ����� ������	���

����� ��
������� !#$%�2] ill. [Pa]) nevezzük, 

�������
���

��&�������
������������������������

mutat. (Súrlódásos közegek áramlása esetén a folyadék deformáció következtében is kelet-

kezik�����������������	������ �'�����
������
�������
��������������������
�������
�����	���

átlagának ellentettje, ld. 9. fejezet.) 

������	
�� ��
�	������ �� ��
���� �� ���

	���� ��	
�� �
���(���� ��� �� �������� ��
����� ��l-

csönhatás következményeként jön létre.  

 

2.1. ábra 
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Az 2.1. ábrán látható, a nyugvó folyadékban gondolatban elhatárolt, háromszög alakú kis 

���������������������������	����"������������������
���������
���	���
�����
�(	
�&��(� �

!������������������������	��/�� ����"�����/��(	�����������������������
�������������������(����

�
���������
������������������&	������������������������	�
������������
����)������ *�+
��

�
��	����"�����	��
����������
����
��
�	�����
���������������
�������������	�������������

odalaira, következésképp����
���������������
��
�	�����"������
�����
�����
 �+������ö-

vetkezik, hogy [∆Fi] rendre arányos ∆Ai -vel, azaz a nyomás értéke egy pontban a felület 

irányításától független, skaláris mennyiség.  

A  nyomás álta
	��������
��������������������������	���������r,t)  skalártérrel azaz a p

=p(x,y,z,t) négyváltozós függvénnyel írható le.  

Hasonlóan skalártérrel írható le a T=T(r,t) ����������� megoszlás is. 

A skalártereket szintfelületekkel (szintvonalakkal) jellemezzük, amelyek a tér (ill. sík) 

azon pontjait kötik össze, amelyekben a fizikai változó értéke azonos. (Pl. az izobárok az 

állandó nyomású pontokat.) 

A skalárterek hely szerinti változásának jellemzésére egy vektormennyiséget haszná-

lunk, amelynek x, y és z komponensei a leírt fizikai mennyiség x, y és z irányú változásá-

nak rohamosságával arányosak: 

�
�� 
 




�
�




�
�




�
�







����
�
�

�
�

�
�

= ∇ = + + =

∇ = + +

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

�

�

 

A gradiens vektor  

– a skalártér legrohamosabb változásának irányával párhuzamos, 

– a skalártér növekedésének irányába mutat, 

– hossza arányos a változás rohamosságával, 

–�������	������
�������������!�
����
�����*  

,���� ���� ������
��� ����������-��
������ ��∆s vektor köti össze, amelynek talppontja az A 

pontban van, a p skalártér ∆p változását a B és A pont között lineáris közelítésben a  

 
∆ ∆ ∆ ∆ ∆
 
 
 �
�� 
 �




�
�




�
�




�
�� �= − ≅ = + +

∂
∂

∂
∂

∂
∂  

 skalárszorzat adja meg. 

(2.1) 
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2.2. Vektorterekkel leírható mennyiségek 

Sebességtér 

A sebesség vektor v�	
��
	��������
�������������������������������������
�-vektor függ-

vénnyel (vektortérrel) írható le: 

� � � � � � � � 
 �� � �= + + = �� � . 

A vektortér meghatározható a vx , vy és vz vektorkomponens leírásával, azaz három 

skalártérrel is: 

� � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �= = =� � � � � � � � � � � � � � � � �� � . 

Tekintsük a 2.2. ábrát, ahol az r vektorhoz tartozó v vektort ábrá-

zoltuk. Hogyan változik a sebesség, ha ∆r-rel elmozdulunk? Ha-

tározzuk meg tehát a sebességvektortér ∆r-hez tartozó ∆v meg-

változását! 

 A feladat megoldására felhasználhatjuk a skalártér jellemzésére 

tanult módszert, azaz képezhetjük az egyes vektorkomponensek, 

mint skalárterek gradiensét, és ezek segítségével számolhatjuk a 

v sebességvektor komponenseinek változását a ∆r elmozdulásvektor mentén: 

 
∆ ∆ ∆ ∆ ∆� �
�� � 


�

�
�

�

�
�

�

�
�� �

� � �≅ = + +
∂
∂

∂
∂

∂
∂

.
 

Hasonlóképpen felírva a ��  és ��  megváltozását, látjuk, hogy a ∆v sebesség változás vek-

tor az alábbi módon írható fel: 

∆

∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

∆
∆
∆

�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

� � �
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∂

∂
∂

 

∆ ∆v D r≅ . 

A sebességtér hely szerinti változását tehát a D deriválttenzorral jellemezhetjük, 

amely – mivel három sebességkomponens változhat három koordináta irányban – kilenc 

mennyiséget tartalmaz. 

 

2.2. ábra 

(2.2) 

(2.3) 
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A sebességteret két további mennyiséggel is jellemezhetjük. (Ezeket a deriválttenzor in-

variánsainak is szokták nevezni, hiszen koordináta-transzformáció esetén a D valamennyi 

tagjának értéke változhat, de ezek egyes kombinációinak értéke nem.) 

Az egyik ilyen (skalár) invariáns a vektortér divergenciája, ����
�

�

�

�

�

�

� � �= + +
∂
∂

∂

∂
∂
∂

, 

������������������
����
���������������)���������������������v egy skalár mennyiség, amely-

nek értéke az áramlási tér adott pontjában megmutatja, hogy ���������� ���� �
�����

egységnyi térfogatból mennyivel több folyadéktérfogat lép ki, mint be.  

Mértékegysége: ���� � � � �= =	 	 �� � � . 

Tekintsük a 2.3. ábrán látható térben rögzített, zárt felületet, amelyen közeg áramlik át. 

��
�	���(����	���
	�����
����)������������������������
�	�������������������������������

be. A dA felületelem vektorral jellemzett felületen másodpercenként 

�� � �� � �� � �= = ��� �α 	  

 térfogatáram  áramlik  át.  Ha  v és  dA  közötti szög 

α < 90°, akkor dq > 0, azaz a két vektor skaláris szorza-

ta kiáramlás esetén ad pozitív értéket. Ha kiszámol-

juk a � ��

�

	  integrált a teljes zárt felületre, akkor a ka-

pott q [m3/s] mennyiség megmutatja, hogy másodper-

cenként mennyivel több folyadéktérfogat lépett ki az 

����
�
����
���������� 

Tekintsünk most egy dV térfogatelemet az A felület által határolt V térfogatban. A divv fi-

zikai interpretációjából adódóan dq divv dV= ��
�����������
	����������	���	��������é���

többletkiáramlás értékét adja meg. Képezve az egész térfogatra vonatkozó ��� � ��

�

	  integ-

rált, ismét a másodpercenkénti többletkiramlás adódik. Ha az azonos mennyiségeket kifeje-


������	���
�����	���������	������������
��� 

� �� ��� � ��

� �

	 	=
 

a v sebességtérre alkalmazott Gauss-Osztrogradszkij tételt kapjuk. 

A derivált tenzor másik (vektor) invariánsa a rotv rotáció vektor, amelyet az alábbi de-

termináns formális kifejtésével képezhetjük: 

 

2.3 ábra 

(2.4) 



16 
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� �

� �

= ∇ × = =

−

−

−

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

. 

A rotv vektor szoros kapcsolatban van az áramlási tér fontos sajátosságával, a folyadékré-

szek forgási szögsebességével, Ω-val: 

rotv = 2Ω  
.
 

��	����������	���	��
����������
���		�������������������������.�
����	��������
������ �!.�

irányítása pozitív az A felület felöl nézve.) A rotv vektortér A felület mentén vett integrálja 

és a v� �������	������ ��������������������.�	����������� ����	������� ��Γ cirkuláció közötti 

kapcsolatot a 

Γ = =	 	� � � ��	 � ��


 �
 

Stokes-tétel teremti meg. 

A vektorterek, így a sebességtér leírásához – mint láttuk – általában három négyváltozós 

��		����������� �
����	 �/����	��� �	��
����&����� ��������������������
����� ��írásához egy 

��	�����

�����		�����!���������*�������	������ ���	������������������	&���	�������������ϕ 

��������)���������������������������&�������� � �
��= ϕ  vektortér. Létezik-e valamennyi vek-

tortér esetén olyan ϕ ���
	������������
�����	
������������ �����
���
������
�������
r-

tér a gradv�����
����
�
�!����"# Sajnos nem. Tudjuk, hogy csak a vektorterek egy része, a 

potenciálos vektorterek rendelkeznek ezzel a sajátossággal.  

Matematikai tanulmányaink során megismert�����
	���	��
����������
���		�� ����
���y-

ban megadott vektortérre – esetünkben v sebességtérre – az alábbi három állítás ekvivalens: 

– létezik potenciálfüggvény 

– a cirkuláció bármely zárt G görbére Γ = =	 �



� � �  

– a vektortér örvénymentes azaz rot v = 0 (ld. (2.7) Stokes-tétel). 

+��
����������������
���)���
���������	��������������
���������
��������
�
	���  

$������� 

Hasonlóképpen, vektorterek írják le a g  ������������ ���
���� ����
����� �� ����������-

����
�
����������������%���������"����������	�	�����	��	�������	��!�	�	���&���ják. A 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 



17 

���������	� �������	���	�� �� �������� �������� �  �� � �= =� � ! . Kérdés hogy a Föld ne-

��
��	�� ��������� ��������� ���

�"�� ������� �
������	�� ��������� �� � 0 12� $%�	� !�
�
� 2� �	�

����	���0 12�$��"���������*���
���)���
�-e? Határozzuk meg a �� �




	  vonalintegrált tetsz�3

leges zárt G görbe mentén. Az integrál egy zárt görbe mentén mozgó egységnyi tömegen a 

nehéz��	�� ������� ������ �����������(������	���	��� �����


����	�� ������������������
��(� �

4�������5��������
��	����������������������������������
���)���
�  

Jelöljük U [m/s]-val az ��������
�����	
'	������	

��
�'&���������
��������������	�y-

���� �%�����'���� ���
���� ��	������ ��� ������� �

��������&��	�� ��

� ��������� ��� ����

tömeget elmozdítunk� !�� ���5�������������* �+���	�����
��������� ���������	-vektor g  és 

az U potenciál között a 

g gradU= −
 

kapcsolat következik.  

��(%
�� ���������� ������� felfelé mutató z koordináta mellett � = −� ��  alakban írható, 

ahol ��=9.81 N/kg. �������������������U g potenciálja�!�����	���	��������	����������y-


��������	���������	�����*��������
��������� 

" � � ��#��� �= + �
 

��������&����� �!,����
���		���	����

����������������(�������������
����
���
��������
����jel 

megváltozik.) 

�� �
����������� 	�����������
��(����
���)���
�������������a tehetetlenségi és centrifugális 

��������
���������
����

���	�

���������������mentén gyorsuló vagy forgó koordiná-

������������
� �����	
'&�� �� '�
�������� (Nem az számít tehát, hogy a vizsgált folyadék 

gyorsul vagy forog-������������

������������
��������
����������������������	�����
�	�l-

juk.) 

Az x koordináta irányban a ai=  gyorsulással mozgó koordinátarendszerben hat egy 

avval ellentétes irányú és azonos nagyságú � � �� = − ��������
���������������$��������o-

�����	
'	�����%��������%������������
���	�!����'&�)  

" � � ��#��� = + �
 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 
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Egy ω szögsebességgel forgó koordináta-rendszerben a cen����&�	
���������������������

vektora sugár irányú vektor: � 
� = ω! . E vektortér potenciálját az  

"



����� = − +
! !

!

ω
�
 

összefüggés írja le. 

(2.11) 



3. Kinematika és a folytonosság tétele 

3.1. A folyadék mozgás leírása 

A kinematika a folyadékok mozgásával foglalkozik figyelmen kívül hagyva a folyadékra 

�����������	� 

A szilárd testek mozgását úgy írjuk le, hogy a test egy vagy több pontjának helyét adjuk 


������ 
��� ������������	�A folyadékoknál analóg módon járhatunk el. Az egyes folya-

dékrészeket a t=0 pillanathoz tartozó helyzetükkel „jelöljük meg” (amelyet az ��  

hely��������	�
������
������	���������

�����������
	�����	�����	����������������� 

� � � �= � �� � .
 

A folyadékrész sebességét és gyorsulását az r� 
��� ����
��
������ ���
����
���
�������
���á-

nyadosa adja meg rögzített �� mellett:  

 �
�

�
�

�

�
= =

∂
∂

∂
∂

�

�

�
 . 

Ezt a módszert Lagrange leírási módnak nevezzük. E módszer nehézkesnek mutatkozott, 

ezért ritkán használják.  

A továbbiakban a legelterjedtebb Euler-féle leírási módot alkalmazzuk, amely a fo-

lyadékrészek sebességét adja meg a hely (r)����	������������

��������� 

� � � �= �� � .
 

������
������������������������– mint látni fogjuk – a sebességvektortér nem függ az id�����

�����
����
������
������	� �������
�������������������
��������������������!���
�
���

������

�����"�
���� ����
����
��� ���
��������"�ellentétben a Lagrange leírási móddal, a független 

������������
���������������������������#����	� 

3.2. Néhány meghatározás 

���#��������������������������������
���������
������
������
��������������
��	 

������	���������
��
�	��
��������������������������	���������
��
���� ���������	�	-

����	������
�	����������� ����� ���
 ���! 

(3.1) 

(3.2) 
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Az áramvonal olyan görbe, amelyet egy adott pillanatban a sebességvektor minden 

pontjában érint: � ��× = �, ahol ds�	��
�	����	�������������"�

"��	�	��
�����������

vektor. (Az áramvonal egy adott pillanatban a sebességvektorok burkológörbéje.) 

A nyomvonal a tér egy pontján egymás után áthaladó folyadékrészeket egy adott pil-

�	�	��	�� ����� ���
 ���!��$��������
������%�	������
�������������������
�������
������t-

rehozott füstcsík, vagy egy kémény���� �
��%�� ����������"� ���%������������ ���
���������é-


�����
#
����!�����	� 

��� 
�	����������� �
�� ����� ��� ���	��	� ����������� 
�	����	�	�� 	�����
��� 	��������� 	�

sebességvektorok érintik. Ezért az áramfelületen nincsen átáramlás. Bármely áramlás-

ba helyezett felület, amelyen nincs átáramlás (pl. egy szilárd testé), áramfelület. Az áram-

#������#�
����
�	����������	��������	��
�	����	�	���
���
���
 ������������������! (ld. 

3.7. ábra) 

3.3. Stacionárius és instacionárius áramlások 

Az áramlások igen fontos sajátossága� 
����������"�����"������ �����
��
�� ���������"���o-


��"������������������-�����
�����	� 

$�	#���
���������
��%��
�	��
��	��	������������ � � � �� 	 
ρ �������

�����	��������, így 

a sebességteret a  

� � �= � �  

alakú vektortér írja le, azaz a sebességvektorok az áramlási tér egyes pontjaiban adott 

koordináta-������������������������������
�����	�!  

&���	#���
�����
�	��
����
��	��������
����	��������������

� 

� � � �= �� �  

'
���� 
�	��
���� 	��%�� ��

���� ��������� ��	#���
����	�� �	
�� ����	#���
����	��� ��
��

milyen koordináta-������������ ����

����� 	�okat. Így pl. egy tavon egyenletes sebes-

ség���� ������� ������� �#���
� ���
���� ��� ������&�� ������������ �%�	� �� %�������� ������

instacionárius, hiszen a korábban nyugvó folyadékrészek a csónak közeledtére mozgásba 

jönnek. Ha viszont az áramlást a csónakhoz rögzített koordináta-������������ �
��������"�

akkor e mozgó koordináta-rendszer egyes pontjaiban a (csónakhoz képesti) relatív sebesség 


��������
���ltozik, azaz az áramlás stacionárius. Az instacionárius áramlás egyes ese-

tekben stacioná�����
��������	��������
�a-rendszer helyes megválasztásával. 
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3.1. ábra 

 

A 3.1. ábra�������
���
������#��#��������������������#
���#���
����
�����
�������"��
������

��������������������"���������������������������������
���
���!�����
�����
�
����������

tesz láthatóvá. A bal oldali k�%��� �� ��������� �'%��!�
��� 
������
��#��� ������%�����%�

�������
��������#
����"�������������
���%������	��������
�����������
��"�����������������

Reynolds-���
��
��
"���������#����
������������������&��������������
���������������á-

������	����#
��������������tható fekete sáv a gömb árnyéka.)  

Az expozíció alatt elmozduló szemcsék alkotta vonalak iránya és hossza az áramlási sebes-

ség irányát és nagyságát mutatja. Látható, hogy a koordináta-rendszer megválasztásától – 

����� �����"� ����� �� ������%�����%� ���-e vagy mozog –� ����������� ����� ��� ���
��%� ��� ���

áramlás jellege is. Együttmozgó koordináta-rendszer esetén (bal oldali kép) az áramlás sta-

�
����
��"��
���������������
�
��%�����������������%������
����������	��������������
����-

������������������������
����
�����
����
��(��������������������%������#
��������#���#����

��������
��%������������������	 

)���������������
�����"��
������������������#��#���%�����
����������
���
��������������


������ �������� �#��%������ �#���� 
������
�	�  ������ kvázistacionárius áramlásoknak ne-

vezzük. 

Belátható, hogy stacionárius áramlás esetén az áramvonal, a pálya és a nyomvonal 

egybeesik.� ����������������������������������"����������
����
�����������az áramlás lát-

hatóvá tételével végzett vizsgálatoknál az áramlásba bevezetett füstcsíkkal – ami egy 
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nyomvonal –� �������� ���
����!�� �����!����&����%�������������������&��'%��!�
��� 
������

készített képpel – ami a pályát mutatja –����������������
��������������áramvonalakról 

kapjunk felvilágosítást.  

3.2. ábra 

A 3.2. ábrán egy vízáramlásba helyezett szárnyprofil körüli áramlást tesznek láthatóvá a 

������� �����
� %��������� ��� ���
������ ��������� ��������!���"� �
������ ��� �������� ���%����

nyomvonalak. Tekintettel azonban arra, hogy az áramlás stacionárius, a nyomvonalak egy-

beesnek az áramvonalakkal és a pályával is. 

Lehetnek olyan instacionárius áramlások, ahol az áramvonal, a pálya és a nyomvonal 

egy����
�������������������������
������
��������
�������
��%�	�������������������������

áramlás esetén), de e vonalak instacionárius áramlásban általában külön� ����. 

3.4. A potenciálos örvény 

Eddigiekben megszerzett tudásunkat alkalmazzuk egy speciális áramlási formára, amelynek 

�����
��
(� �������� ��������� �#�������
���������� �#���"� ����
����
��� �!����
���"� �������-

rikus kör alakú áramvonalak (3.3. ábra).  

Síkáramlásnak nevezzük azokat az áramláso-

kat, amelyeknél van olyan sík, amelyre mer�-

leges sebességkomponens értéke zérus, és 

amely síkkal párhuzamos valamennyi síkban 

az áramkép azonos. Legyen ez a sík az (x, y) 

sík. Ez esetben akkor beszélhetünk síkáram-

lásról, ha  

 

 

3.3. ábra 
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� � ��

�

	

�

	
�
	

� �= = =
∂
∂

∂

∂  

Mivel koncentrikus körök az áramvonalak (ill. koncentrikus hengerek az azok által alkotott 

���
����������"� ����� �� �#�#����� ����� ���
���
� �������
������� �� ��������
������ �������� ���

ρ = 
��	"���������������������������������*	+,) összefüg������������
�"�������������������&�

körön az áramlási sebesség abszolút értéke v v állandó= = . Tehát a sebesség abszolút ér-

téke csak a sugár (r) függvénye és nem függ a ϑ ��������
���#����(�� � �= � � .  

)��������#��������������������"����

������stagsággal és dϑ  (3.3. ábra) középponti szög-

gel jellemzett dA elemi felületet, amelyre írjuk fel a Stokes-tételt (2.7)! A cirkuláció számí-

tásá����������������
����#��������-��#�����&�����������#���"����������������������������������

essen (pozitív körüljárási irány): 

 
� �� � �� � �� � �� � ��

�

� � � � �= + + +
= =�

�

�

�

� �

�

�

�

�

.
 

������������
����
�����������
��
����������������������"��
�����v⊥ ds	���������
����������e-

tén v és ds vektor α=0°-t zár be, a harmadik integrálnál pedig 180°-ot. Ezért az alábbi írha-

tó: 

 � �� � �� � � � �� � � � �

�

� = + + −� � � � � �ϑ ϑ . 

Figyelembe véve, hogy � � �� � �
��

��
��+ = +� � � � "������������!���������
�������������������

után a  

 
� �� � �

��

��
�� �� � � � �� �

��

��
��

�

= + +�
≈

ϑ ϑ ϑ� �
�
 

#��������������%���"��
�����������������
����
��
�����������
�����������
��
��, ezért a 


��
������������
���������������������	 

A Stokes-�������+	.��������������������%���
�������������������!���!�����( 

��� � �� ��� � � � ��
	

��

=� � � ϑ .
 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 
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Itt jegyezzük meg, hogy ha a (2.5) determinánst a síkáramlásra tett (3.3) kikötések mellett 

fejtjük ki, az adódik, hogy síkáramlásban a rotv vektornak csak az áramlás síkjára me-

����
��������
��"���������������� �� �����������%�� 

��� �
�

�

�

�	

� �� � = −
∂
∂

∂
∂  

.
 

(Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha meggondoljuk, hogy egy síkáramlásban milyen tengely 

körül foroghatnak a folyadékrészek.) 

A (3.5) és (3.6��#��������������������������������� r d dr⋅ ⋅ϑ -rel elosztva minkét oldalt adó-

dik: 

��� �
��

��

�

�	
� � = +

 
.
 

A (3.8) összefüggés természetesen csak a levezetés elején felsorolt feltételek fennállása ese-

tén érvényes. 

A (3.8) összefüggés alapján már meghatározható, hogy milyen � � �= � �  sebességmegosz-

lás esetén örvénymentes � ���� � = �  az áramlás. Ez esetben ugyanis létezik sebességi po-

tenciál. Ezt az áramlást potenciálos örvénynek nevezzük. 

/������ ���������� �� �*	0�� #����������� ����� �������� ��������"� ��� ������� 
��� �� �
������-

ciálegyenletet! 

��

�

��

�
� � �����= − ⇒ = − + ⇒�� �� �� 
 �

�

�
=

 
.
 

������
������������#��������������
�����������������
������������������������
����#���-

nyessége a tengely kivételével mindenütt zérus, ami a (2.6) összefüggés miatt azt is jelenti, 

hogy a folyadékrészek a potenciálos örvény tengelyének kivételével nem forognak. (Ha ki-

������������
������������"����������������������1��
��
�-��������#�����������������������ö-

��������#��������������
	�2�������
��������%�%!������#������3�����������4����������������m-

ló víz felszínére dobunk, láthatjuk, hogy miközben a lefolyót megkerüli a papírdarab, nem, 

vagy csak kissé fordul el tengelye körül. Ez az áramlás tehát hasonló az imént meghatáro-

zott potenciálos örvényhez.) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 
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Vegyünk fel a középpont körül egy r sugarú kört és számítsuk ki rajta a (2.7) összefüggés-

ben definiált Γ cirkulációt, azaz a sebesség vonalintegrálját! Mivel a B kör (ld.3.3. ábra) 

áramvonal, rajta � �� : 

Γ = = = = ≠� � �� � � �
�

�
�

�

� � � �π π π .
 

Ha a zárt görbe tartalmazza a középpontot, akkor Γ = �π� , egyébként Γ = � .  

Milyen lehet a potenciálos örvény ϕ [m2/s] sebességi potenciálja? Miután � ����= �ϕ , a  

ϕ = 
�� . szin�������������� ��
������ �� ��������
���� �#�� ����&� ���
���������� ��
���� ����s-

������������
������������������
����&"����'"���!����
����������!����������������
��	��5e-

gyen ϕ ϑ= � . Számítsuk ki a sebességi potenciál gradiensét!  

� ����
	
�

�
�

�
�

�

�
�	 �= = + + =ϕ

∂ϕ
∂

∂ϕ
∂

∂ϕ
∂ϑ ϑ ϑ � 

tehát visszakaptuk a potenciálos örvény sebességmegoszlását. 

Merev test-�����������
%�����	����esetén az áramvonalak ugyancsak koncentrikus körök, 

a sebességmegoszlást pedig a v r= ⋅ω  összefüggés írja le. A (3.8) összefüggést alkalmazva 

��� �
	

� � = �ω adódik, ami (ld. (2.6) összefüggés) várakozásainknak� 
�����������

szolgáltatja a folyadékrészek forgási szögsebességét: Ω = ω. 

3.5. Kis folyadékrész mozgása 

A 3.4. ábrán láthatók a példaképpen felvett 

� ��= �  vektortérrel leírható áramlás áramvona-

lai és a sebességmegoszlás. Hogyan mozog a fo-

lyadékban gondo������� ����������� ���

� 
������

folyadékhasáb? Ehhez nyilvánvalóan tudnunk 

kell, hogy a hasáb csúcsai hogyan mozdulnak el a 

középponthoz képest, azaz ha ismerjük � �� �-et, 

hogyan határozzuk meg � � � �+� � értékét. Erre a 

2.2. fejezetben látható módon a   derivált tenzor 

használható (ld. 2.2. ábra és (2.3) összefüggés): 

� � � � � �  � �+ ≅ +� � � � . 

(3.10) 

(3.11) 

 

3.4. ábra 

(3.12) 
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Írjuk fel   derivált tenzor mátrixát az x,y,z koordináta -rendszerben: 

 

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

	

� � �

� � �

	 	 	

=

�

�

�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

 
.
 

Végezzük el az alábbi átalakítást! 

     = + + −�

�

�

�

! !� � � �
 
,
 

ahol  !���������%�������
���
'������������������#�#�������
���������or. 

6������������������������������


���
�����������"�������#�����"-sel: 

 A D D

v

x

v

y

v

x

v

z

v

x
v

x

v

y

v

y

v

z

v

y
v

x

v

z

v

y

v

z

v

z

S

x x y x z

y x y y z

z x z y z

= + =

+ +

+ +

+ +

�

�

�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�

1

2

1

2

2

2

2

*� �

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂

∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

. 

A (3.14) összefüggés jobb oldalának második tagját jelöljük �Ω-val. 

                A D D

v

y

v

x

v

z

v

x
v

x

v

y

v

z

v

y
v

x

v

z

v

y

v

z

x y x z

y x y z

z x z y

Ω
= − =

− −

− −

− −

�

�

�
�
�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�

1

2

1

2

0

0

0

*� �

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂

∂

 .  

 

Látható, hogy a (3.16) tenzor mátrixának elemei a rotv vektor komponensei (ld. (2.5) össze-

függés):  

�

��� � ��� �

��� � ��� �

��� � ��� �

	 �

	 �

� �

Ω
=

−

−
−

�

�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

�

�

�

�

�

� � � �
� � � �
� � � �

 . 

 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 
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Ha elvégezzük az � � �
Ω

�
��������"� 

� � � ��� � � �
Ω

= ×�

�  

vektorszorzat adódik. Tekintettel arra, hogy a sebességtér örvényessége és a folyadékrészek 

forgási szögsebessége Ω  között szoros kapcsolat van (ld. (2.6) összefüggés), a (3.17) ösz-

szefüggés az alábbi módon írható fel: 

� � � � �
Ω

Ω= ×
. 

Alkalmazzuk a (3.15), (3.16) tenzorokat a 3.4. ábrán látható áramlásra (ami síkáramlás, így 

�� �*	*�� ������������#������������ �����
����� ��������������������������������#��#��� ���
��

lehet): 

 � �� �
"

=
�
��

	

�

=
�
��

	

�

=
−

�
��

	

�

� �

� �

� �

� �

� �

� �
�

Ω
. 

 

3.5. ábra 

Alkalmazzuk az �
"
 és az �Ω � ����������������������������
��������������������������e-

lyét a P1, P2, P3 és P4���������#�����#������

� � � �� � �� #� �
�

= + � � � �� � �� #� �
�

= − +  stb. 

vektorokra (ld. 3.5. ábra). Eredményül a � �"� 

� � � �� � �

, � �Ω� 

� � � �� � �

 elemi sebesség megvál-

tozás vektorokat kapjuk, amelyek megmutatják, hogy a hasáb éleinek sebessége mennyire 

���������������������������������	�7�	���71���������������������#��%%��������������������ö-

zött az �
"

 és �
Ω

 tenzorok alkalmazásával az alábbi különbségek adódnak: 

� � ��
��

��

��"
� 


�

� �
� �

�

�
= �

��
	

�
�
��

	

� = �

��
	

�

 

� � ��
��

��

��Ω� 

�

� �
� �

�

�
= −

�
��

	

�
�
��

	

� = −

�
��

	

�

. 

(3.17) 

(3.18) 
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A sebesség megváltozás vektorokat ábrázolva látjuk (3.5. ábra), hogy a � ��� 
 vektorok ha-

tására a hasáb alakja megváltozik, eltorzul, ugyanakkor a � �Ω� 
 vektorok a hasábot forgat-

ják.  

��������������
�������������#����������������������������!�����( 

� � � � � � � � � � � �
"

+ = + +� � � �
Ω



 

A (3.19) összefüggés a 3.5. ábra����%��������#���������%%�
����%���������( 

az áramlási térben a folyadékrész  

− középpontjának pillanatnyi sebességvektorával párhuzamosan elmozdul (transz-

láció): � �� �  

− alakját és méretét változtatja (szögdeformáció és tágulás): � � �
"

 

− merev test-���������������������
#�%��� � �
Ω

 

A folyadékrész mozgásában játszott szerepe miatt �
"

 tenzort alakváltozási sebesség 

tenzornak, �
Ω

-t pedig örvénytenzornak nevezzük. 

Ha a   derivált tenzor szimmetrikus, akkor �   
Ω

= − =�

�
�

!� � , azaz ���� = �  (a folya-

dékrészek nem forognak). Ebben az esetben létezik a v sebességtér ϕ potenciálja (ld. 2.2. 

fejezet), amellyel � ����= ϕ 	�2��������
����#�������������ρ8�������"���������
��������r-

gyalt folytonosság tételének (3.25) összefüggése értelmében ���� = �  (azaz a derivált 

���������������������������
���#�������������	� ���������( 

��� ����ϕ ϕ= =∆ �, azaz 

∂ ϕ
∂

∂ ϕ
∂

∂ ϕ
∂

�

�

�

�

�

�
�

� � 	
+ + =

 

5�%����� �
�������
����������� !���� ��� �� ��������
� %�����
���	��� ���
��� ��������� ����������"�

szivárgás stb.) leírására használt egyenletet a peremfeltételek ismeretében megoldva meg-

határozható a ϕ sebességi potenciál, abból pedig a sebességtér.  

(3.19) 

(3.20) 
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3.6. A folytonosság (kontinuitás) tétele 

Lehet-�������������������������������
������9�:�������!�����-e a természetben bármilyen 

� � � �= �� �  sebességtér? Nyilvánvalóan nem: a folyadékrészek mozgásának eleget kell ten-

nie az anyagmegmaradás törvényének, amelyet az áramlástanban a folytonosság vagy kon-

tinuitás tételének nevezünk. E tétel azt a fontos tapasztalatot fejezi ki, hogy tömeg nem 

kelet�����������������������! 

Tekintsük a 3.6. ábrán látható, az áramló közegben lé-

��"�����������#��!����������A felületet, amelyen a közeg 

átáramlik. Írjuk fel, hogy másodpercenként mennyivel 

több tömeg áramlik ki a felületen, mint be (ld. 2.2. fe-

jezet divergenciával foglalkozó része): 

$ � �� %� �&

�

= � ρ ' . 

Nyilvánvaló, hogy a tömeg többletkiáramlás csak a tér���������������#
�����������"��������

����������#��������
�������
����������	����A felület által határolt V�������������������ö-

meg másodpercenkénti változását a  

∂ρ
∂�
�( %� �

(

'�  

integrál adja meg. 

Miután a dA felületi normális kifelé mutat, a (3.21) integrál pozitív értéke esetén – fogy a 

tömeg a V térfogatban – a (3.22) integrálnak negatívnak kell lenni, tehát a (3.21) és (3.22) 

integrál összege zérus. A (3.21) integrált a Gauss-Osztrogradszkij-tétel (2.4) alkalmazásá-

val alakítsuk át térfogati integrállá és a fentiek figyelembevételével tegyük� ���������� ��

(3.22) integrál ellentettjével: 

− = =� �∂ρ
∂

ρ
�
�( � ��

( �

��� � �(

(

ρ� �� .
 

A (3.23) egyenlet keretezett része a folytonossági tétel integrál alakja.A bal oldalra hozva 

a jobb oldali második integrált és figyelembe véve, hogy ugyanarra a V térfogatra végezzük 

el az integrálást, írható: 

∂ρ
∂

ρ
�
��� � �(

(

+�
��

	

�

=� � � � .
 

 

3.6. ábra (3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 
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�� ����
� 
�������� ����� ������ ������ ������ ������������)� 
���������
� �����
���� ������"� ��� ���

integrandusz zérus. Ilymódon megkaptuk a folytonosság tételét differenciális alakban: 

∂ρ
∂

ρ
�
��� �+ =� � �

 
.
 

Alkalmazzuk a folytonosság tételét a 3.7. áb-

rán� �����������
�����	�5������������
������a-

cioná�
��	� 1���������� �� ������������� �������

(3.23) összefüggésben megadott integrál alak-

ját használjuk. Miután feltevésünk szerint 

∂ρ ∂/ t = 0, a (3.23) összefüggés bal oldala zé-

rus, ezért: 

ρ� ��
�

� = �
, 

ahol az A az á��
����%�������������p) valamint ��  és ��  be-�����
��%���������
����������

���	� :
����� ��� ���
���� %�������� ���
�������"� �
elyen nincs átáramlás (v ⊥  dA), ezért a 

(3.26) összefüggés az alábbi módon írható: 

ρ ρ� �� � ��

� �
� �

�� �+ = .
 

Tekintettel arra, hogy � �� � ��= )��α , ahol α a két vektor által bezárt szög, (3.27) 

összefüggéssel adódik: 

ρ α ρ α� �� � ��

� �
� �

�� �+ =)�� )��
 

Tételezzük fel, hogy a be-�����
��%���������
���������������������
�������������1 és A 2 

felületre, azaz cosα a belépésnél –1, a kilépésnél 1, továbbá azt, hogy az ��  keresztmet-

�������������������������(�ρ�, ugyanígy az A 2 keresztmetszetben ρ� . Ilyen feltételek mel-

lett a (3.28) összefüggés a  

ρ ρ� � � � � �� � � �=  

alakra hozható, ahol ��  és ��  az átlagsebesség az ��  és ��  keresztmetszetben. A (3.29) 

összefüggés azt fejezi ki, hogy stacionárius áramlás esetén a $ %� �& '  tömegáram az 

áram�������
�����������
�tszetében azonos. Látható, hogy e gyakran használt összefüggés 

használatához milyen sok feltételnek kell teljesülnie.  

(3.25) 

 

3.7. ábra 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 
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;��
��#���������������
�����
�������������������
��������#���"��
��������������������#��

�
�������������������%��	�2�������#���������
������������<��������
��������������������e-

besség �� "������������
������ �-���� � -���������
�"����*	+,��#������������������������v2  

átlagsebesség a  

� �
 

 
� �

� �
�

� �
�

=
ρ

ρ
 

összefüggéssel számolható ki. 

Ha a sebesség a keresztmetszetben válto-

zik, akkor a térfogatáramot (és abból a v  

átlagsebességet) a sebességmegoszlás 

�������
��������� �#������ 
��������������

lehet meghatározni. Tekintsük a 3.8. áb-

rát"����������=���
�����, kör keresztmet�����������������"��
����������������gmegoszlást 

egy n-ed fokú forgási paraboloid írja le (a vmax és a v(r) különbsége az r sugár n-edik hat-

ványával arányos):  

� � � � *
�� � � �= −&�� '� .

 

Hogyan lehetne kiszámítani a v  átlagsebességet? Írható: 

�
$

 
& ��=

�

�π
'

 
,
 

ahol q m sv
3 / ��������������
��������������
�����������������
�
��������������
�������a-

déktérfogat). A térfogatáramot a 3.8. ábrán����������#���������
���������������������������
�

módon írhatjuk fel: 

$ � � � * ���

�
*

= −� � �

�

π &�� '� �
. 

Az integrálást elvégezve
   
$ * �

�

�
� =

+
�

�
π &��  

adódik, azaz a
    
�

�

�
�=

+� &�� .      
(3.34)

 

 

Másodfokú paraboloid (n = 2) esetén az átlagsebesség a maximális sebesség fele. 

 

3.8. ábra 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 
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(!)!�*������������
��������������+����
�
����
�	 

A folytonosság kifejezésének második tagja a szorzat deriválási szabályai szerint fel-

bontható: 

 
∂ρ
∂

ρ ρ ρ
�

� ���� ��� �+ + =� � �
 

Értel
������ �� �*	*>�� #����������� ����� ���� ������?�

Tekintsük a 3.9. ábrát, ahol egy dV térfogatú elemi 

folyadékrész látható. A folyadékrész v áramlási sebesség-

gel mozog. Jellemezze a P pontban az áramlási sebességet 

a v� ������"� �� ������������� ����
��
� ���������� pedig a 2.1. 

�����������
�����������������ρ vektor.  

Legyen instacionárius az áramlás, tehát ∂ρ ∂/ t ≠ 0. Vizsgál����
��"���������
��������������


����
��������
�������&�������

����������������������	 

A dρ�������������������������������������
����( 

a/ 

���� �� �������� ��� 
������ ����� �∂ρ ∂' � ≠ ��"� �� �������� �� 7� %������� ��� 
��� ������

�
�
���ρ

∂ρ
∂

=  értékkel változik; 

b/ ������

��������������������
����#�����������������
���������ds v dt=  utat tesz meg és 

����������7@�����������"����������������� ���� �� ���� � ��%ρ ρ ρ= =  értékkel tér el a P 

%������������������	�+	<	��������	 

����A������
�������������������������
�������������"�������#������
����
����"���������)���r-

fogat a helyén maradna. Ezért a � �ρ -��� �� �������� lokális megváltozásának nevezzük, 

amelynek csak akkor van szerepe, ��� �� �������� 
������ ������
�� �����"� ��� ��� ���
����

instacionárius).  

���A������
���������������������������

������������
��������"������
���������������������"�

���������������������"���������� %ρ -������������konvektív megváltozásának nevezzük.  

A folyadékrész����������������
�������
������
��������
�����������������( 

� � �
�
�� � ���� ��� %ρ ρ ρ

∂ρ
∂

ρ= + = + �  

(3.35) 

 

3.9.ábra 

(3.36) 
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�

���( 

�

�� �
� ����

ρ ∂ρ
∂

ρ= + 

 

��*	*>��������������������������������� ������ �������� � ��ρ'  -�"����������������������������


�������
��
��������
������������������
��
	 

���
�
��
������
���������
������������!v megváltozása az áramlástan fontos gondolata, ami 

�#����#����������������
���������
�����	 

 

(3.37) 



4. Euler-egyenlet, Bernoulli-egyenlet,  

örvénytételek 

4.1. A folyadékrészek gyorsulása 

�� ������	
�	�
�
� ��
������ �
� �
�
��� ����� ���

��� ���
�����	����� �� 
�����
�� tárgyalja. 

Mi���������������������� ���
��������������	
�	�
�
�����������

�������������
�!���
�p-

csolatban, e fejezetben a folyadékrészek gyorsulásának leírásával foglalkozunk.  

��������	
�	�
�������������
��� �
�����
�����	������"���� �
���#�$���� �
����� tanult felbon-

����������
������!���%����%#�#$&����
�����	�&��'����
�����	�������"������ �����
��%����������(

ség, itt az áramlási sebesség � �� ��  vagy � � � 
��)������&� ����	����� ������ !����
�
��

megváltozását a lokális és a konvektív megváltozás összegeként az alábbi módon írhatjuk 

fel: 

��

��

�

�
� �	
� �� �

�= +
∂
∂ . 

���������		
��
���	��� ����������	
��� ������� 	���		����������	��������	������ ������

jutó megváltozását, azaz x irányú gyorsulását fejezi ki. Az összefüggés jobb oldalának 

�������� ����lokális gyorsulás, a második a konvektív gyorsulás. 

Hasonló összefüggés írható fel vy és vz sebességkomponensekre is. Elvégezve a (4.1) össze-

függés jobb oldalán a két vektor skalár szorzását, a folyadékrészek gyorsulásának x,y és z 

komponensét az alábbi módon írhatjuk fel: 

��

��

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

� �
�

�
�

�
�

�= + + +
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

��

��

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�= + + +
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂  

��

��

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

� �
�

�
�

�
�

�= + + +
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

Felismerjük, hogy a gyorsulásvektor (4.2) összefüggésben megadott alakja a  

 
d v

dt

v

t
Dv= +

∂
∂  

kifejezéssel ekvivalens. 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 
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Határozzuk meg a dv/dt folyadékrész gyorsulást egy más meggondolással is. A v 

sebességvektortér az r� ����� 	�� �� ���� ����!	���*� ��� ��� ��������+��� ��� ������ ��

d v
v

t
dt

v

r
d r= +

∂
∂

∂
∂

 összefüggés adja meg. Vonatkoztassuk a folyadékrész sebességének 

���!����
���������	����������*��
�
����
�
������
��� �
	�����-vel: 

d v

dt

v

t

v

r

d r

dt
= +

∂
∂

∂
∂  . 

A (4.4) kifejezés jobb oldalának második tagja fejezi ki a folyadékrész sebességének 


��!�
�"!�%����������������&����!����
�������
�����������
���)����r,����	���
��v sebesség-

�����������*�������
���
������
���*����������� �*�����������������	
�	�
�����	���������������

tesz meg (mivel a dv/dt is az elúszó folyadé
�	�
�������	�	��
������
����������!����
�����

fejezi ki). Miután ∂ ∂v r D/ = , e meggondolás is a (4.3) összefüggésre vezetett.  

�� ����������	
� ����	���	��  �!� � �� � ��	
���� ���"� ��
∂
∂
v

t
 lokális gyorsulásból és a ��  

konvektív gyorsulásból. 

A lokális gyorsulás akkor különbö
!� �
���	 #�"�!����	���		�� ����� ���� ����	��
��"��z-

az az áramlás instacionárius. A konvektív gyorsulás nincs kapcsolatban az áramlás id�(

függésével, értéke stacionárius és instacionárius áramlás esetén egyaránt lehet zérustól elté-

����Konvektív gyorsulás akkor létezik, ha a folyadéktér sebességének nagysága és/vagy 

iránya a folyadékrész mozgásának irányában (azaz az áramlás irányában) változik. 

Hogyan lehetne a konvektív gyorsulást másként kifejezni? Bontsuk fel a �  deriválttenzort 

az alábbi módon: 

� � � �= + −� �� � ,  

tehát a konvektív gyorsulás:  

 

 � � � � � � �
��� = = + −� �� �

 . 

-�
�����
���%.�/&�
��� �
	�� ������������
��������� ��0� 
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�
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�
�

�
�

�

�
�

�

�

� � �

� � �

� � �

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�

�

�
�

�
�

�

�

�
�

� =
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�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

=

+ +

+ +

+ +

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 
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=

+ +	
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�



��

+ +	



��

�



��

+ +	



��
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��

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

�

� � �

�

� � �

�

� � �

�	
�
�

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

�

�

�

�

�  . 

A � � � 	− �� � � 
��� �
	����� 
�������� �������)"�����
� %���� %#�12&� 	�� %#�1$&� ���
�����	�e-

ket), hogy az 	�� � �	× -�������������3��������4 

� � � 	�� � � � 	�� �− = × = − ×�� �
 

(A 4.7 összefüggés jobb oldalán a félreértések elkerülése végett cseréltük meg a vektorok 

������� 	�����!����
���!�����
��
������ ��	��& 

Végül eredményként azt kapjuk, hogy a folyadékrész gyorsulása:  

� �

��

�

�
�	
�

�
� 	�� �= + − ×

∂
∂

�

�  . 

4.2. Az Euler-egyenlet 

������ �
�� �
� ���
�� �� �
������ �������)"�����
*� �� ������	
�	�
�
� ��
������
� ��"������� 

Newton II. axiómája alkalmazható, ������ �� ����������	
����� !� #� ���� �	� ��
��	-

mennyi	��
�� ���� 	
���� �����$�� �
�	�� ��
�  �  ���� � ���%	��� � ��&�������'��� ��� ��

közeg súrlódásának hatásait, tekintsük a közeget súrlódásmentesnek! 

A folyadékrészekre általáb����� ��' ������!� (��� �������!� #� �������������	���������	�

�� ����������	
� ���
�� ���!� #� ���
�� �� �����3�� ��
�
��� �5������������*� �� ��������� �����
�

nincsen felülettel párhuzamos komponense (a csúsztatófeszültség zérus), csak a felületre 

me�������*������������
����
����������� 

Tekintsük a 4.1. ábrát! Az ábrán a �	
� �  nyomásgradiens 

!�
�������������
�����	������������)��������*� ��  magassá-

gú hengert, amelynek tengelye párhuzamos a gradp vek-

torral. Vizsgáljuk meg, hogy milyen nagyságú, nyomásból 

szárm�
����������������������6���������������������) �����

nyomás p+dp, az alaplapon p, a hengerre ható, nyomásból 

(4.7) 

(4.8) 

 

4.1. ábra 
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származó � �� �������� 

� � �� ��
��

��
� = −  

vektor fejezi ki, amely ellentétes irányítású a ds vektorral. 

Tekintve, hogy �� �	
�� ��=  valamint �	
��  és �� ��������
�������5�	�������ítású, tehát 

�� �	
�� ��= , a (4.9) összefüggés a ρ� �����	����� !���� �
��
��� 	����
��������� �
� �������

módon írható: 

� � �	
�� �� ��
��

��
� = − �

ρ
ρ

 . 

Miután ρ ds dA dm= , az elemi folyadékrész tömege és esetünkben a �	
��
��

��
�	
��= , 

a (4.10) összefüggés mindkét oldalának dm-��������	�����
���a után az egységnyi tömegre 

!� #"������	�#��	
����
#����  kapjuk: 

� �

��
�	
��

� = − �

ρ  . 

������������	
����	������ ��������!� #���� ��
���� ���� � �����		���$�� ���$�����'�z-

hetjük ki: 

� �

��
�

� =
 . 

 Newton II. axiómája értelmében adott (esetünkben egységnyi) tömegre ható ���

������e-

zik meg a tömeg és a dv/dt gyorsulás szorzata: 

d v

dt
g gradp= − 1

ρ  . 

A (4.13) összefüggést Euler-egyenletnek nevezzük, amely a valóságos közegben általában 

����	)��súrlódás elhanyagolása esetén érvényes. 

Az Euler-egyenlet tehát egy mozgásegyenlet, amely a súrlódás elhanyagolása esetén 

�		
��
���	 � ���� �������������	
�����	���	���	�������������	
���!� #��������
�  � 

A (4.8) összefüggés figyelembevételével kifejtve a (4.13) összefüggés bal oldalát az Euler-

egyenlet gyakran alkalmazott vektoriális alakját kapjuk: 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 
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∂
∂ ρ
�

�
�	
�

�
� 	�� � � �	
��+ − × = −

�

�

�

 . 

3���������	���������������!	���4�ρ ρ= � �� , a (4.14) egyenlet jobb oldalának utolsó tagja 

az alábbi módon írható: 

− = − ��

�

ρ ρ�
�	
�� �	
�

��

�
�

�

� � � �  . 

%�� ���+�
������ �
������ �� ��!������������!����
�� ������ �����5� ����������
���� ����
����� ������

határ szerint differenciálni – ami az 1/ρ primitív függvényt eredményezi.Ezt kell szorozni a 

vál��
��������������������
���������������+������������!��*��	
��-vel.) 

A (4.2) összefüggés figyelembevételével felírható az Euler egyenlet x,y és z irányú kompo-

nens egyenlet formájában: 

  

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ρ
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∂ ρ
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∂
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∂
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∂
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�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

+ + + = −

+ + + = −

+ + + = −

�

�

�

 

��%.�12&����
�����	����� ������������
�������
���������������5�������	�
��)�����������
e-

������ ���!����
���� %�
� ������ �����5� ���������&� 	�� �
� ������ 
���������� �����5� ���
� 
�
�����

kapcsolat. 

Határozzuk meg az Euler-egyenletet más módon! Tekintsük a 

4.2. ábrát, ahol egy gondolatban elhatárolt (mondjuk kékre 

festett), a folyadékkal együtt úszó V térfogatú folyadékrész 

látható. A folyadékrész A felülete u.n. folyékony felület, hi-

szen a folyadékkal együtt mozog, rajta nincs átáramlás. A V 

térfogat alakját és nagyságát is változtathatja (hiszen a közeg 

�����	�����	��5�
���
�
����!����
���&*�������	�����������	!��

6� ������ ���� !����
�
�� 7� �
� ���� �� �	���������� �	!� tömeg 

��
��	������	������� ���	������ ������ '� #� ���$�� �
á	� "� ���� �������� �� �������k-

r�	
���!� #�������		
���$���� 

'
�
��
����
4 

− ��������������*�����	������
����
�����* 

− ��������������������*����������5�������������	�����������������������������*�����������

�
����
��������
��látozódik. 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 
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�

��
� �� � �� � ��

� � �

ρ ρ� � �= −
 . 

�� ������������������ �����	���������
����
�*������������������*���������
�����������������

����*������������
����
��������� �
��
���%'
����������� �����
	��������"!*���������A felület-

�����!�
����
����	������*�"��������"!���� �������	�������
���������	
�	�
������������& 

���
"���
������%.�1$&����
�����	�������������� �	!�� �������8����
�����������*�������
��n-

teg������	����������+������������� �����+���	�������'
������
��  ������*������������
���
����d-

ményt kapjuk, ha az egész folyadékrész m�
����������	�	��
���������!����
�����!�
���l-

juk, mint abban az esetben, ha az egyes elemi folyadékrészek mozgásmennyiségének meg-

változását összegezzük. Figyelembe kell továbbá venni azt is, hogy amíg a V integrálási 

������������������8������� �	��������������	��!����
���������� �������!����
���*��������
�6�

folyadéktömeg ill. annak �� ��= ρ �����������������������!����
�
��9�����
������������

!	���	!����
�������������
"����
�!	��
����
���4 

�

��
� ��

�

��
� ��

� �

��
�� �

�

��
��

� � � �

� � � �= = +
=

ρ ρ ρ ρ� � � � � �
�

 . 

�������������
"�����
�� ������*�������
��������!����
���	�����������	!����������
�����ny-

nyi�	�	��
�!����
������������!����
������������������
�	������������
��
��
���
	������á-

roz
�
� ���*� �
�
� ��  ���� ������ ����� �������� ����� �	!�� �v/dt a folyadékrész gyorsulása, 

���������
����
���� �
����������������
�%����%.�#&�	��%.�.&����zefüggések). 

Térjünk vissza a (4.17) összefüggéshez, amely jobb oldalának második tagját szeretnénk 

tér���������������������
"������8�����
�������������
�������b=konstans vektorteret és szoroz-

zuk meg e vektortérrel a p nyomást. Ezzel az integrandusz vektortérré válik, amelyre al-

kalmazható a Gauss-Osztrogradszkij-tétel: 

� � �� ��� � � �� � ���� � �	
�� ��

� ��

� ��= = +� � � �
. 

Tekintettel arra, hogy  � ���= =� �  ����  !� �� ��
��������� �����	�
�!�����4 

� � �� � �	
�� ��

� �

� �=
. 

Tekintettel arra, hogy b�����
������������5�!�
���*���
	������������������������������ 

Fentiek figyelembevételével írható: 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 



40 

� �

��
�� � �� �	
�� ��

� � �

ρ ρ� � �= −
. 

Valamennyi tagot bal oldalra hozva és figyelembe véve, hogy az integrálási tartomány 

meg����
�
*��
	���
�
����������� �������!�����
4 

ρ ρ
� �

��
� �	
�� ��

�

− +	

�

�

� =� �

. 

�
����������	��	
�� ����
�������8-nél zérus, ami csak akkor lehet, ha az integandusz zérus. 

Átrendezés és az egyenlet ρ-val való osztása után a (4.13) összefüggés adódik: 

d v

dt
g gradp= − 1

ρ
. 

4.3. Euler-egyenlet természetes koordinátarendszerben 

Legyen az áramlás stacionárius, a súrlódást 

hanyagoljuk el és vegyünk fel egy áramvo-

nalhoz rögzített, „természetes” koordináta-

rendszert (ld. 4.3. ábra&�� '� ���	
�
���� 
��r-

dináta-rendszer az áramvonal P pontjára il-

leszkedik, és az e� 	������ �����5� 
���������-

tengelye érinti az áramvonalat. Az n normális 

irányú koordináta-tengely a P pontot az áram-

!�����:�����������
�
	))��� �!������
�
�����������������
��� b binormális koordináta az e 

és n koordinátákkal jobbsodrású rendszert alkot. Vegyük fel a 4.3. ábrán látható, db, dn és 

de élhosszakkal jellemzett elemi folyadékhasábot és írjuk fel az arra ható e� �����5� ���
�

egyensúlyát! Miután a súrlódást elhanyagolt�
*������������
�����	��	���������������
���a-


���������4 

�� � �� �� �
�

"
�" �� �� �� �� �" �" "= − +	


�
�

�

�
�
�

�
�
� +

∂
∂

ρ
 , 

ahol ge����	������	���������5�!�������� 

'
��
������� dm db dn de= ρ � �������������	
�	�
�������"� ���-�
�������������*������
�
��é-

sünk szerint az áramlás stacionárius, csak konvektív gyorsulás létezik. A (4.2) összefüggés 

���������;�*�#��	��.����� ���
����
������ ���
��������5�
��!�
�"!�������������'�����
�����
�e 

koordináta-tengely irányú gyorsulást keressük, figyelembe véve, hogy � �� �= = � . Ez 

esetben:  

(4.22) 

 

4.3. ábra 

(4.23) 
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 �
�

"

��� = ∂

∂
 . 

A fentiek alapján a (4.23) figyelembe vételével írható: 

ρ ∂
∂

∂
∂

ρ�� �� �" �
�

"

�

"
�" �� �� �� �� �" �"= − +

 . 

�
����������������!��������
����"�	������������
�a természetes koordinátarendszerben 

felírt Euler-������� ����� �����������������	�������� �( 

�
�

"

�

"
�"

∂
∂ ρ

∂
∂

= − +�

 

Tekintsük most a normális irányú egyensúlyt! Ahhoz, hogy a dm tömeg v sebességgel 

mozogjon az R görbületi sugarú áramvonalon, a görbületi középpont felé mutató ��
�

#

�

 

�������5� %+�����)������&� �����
�
���� �� ����������������'
��
����� ���	�������������� �
��-

��
�*���������	
�	�
��������	�����������	������������������	������	�����
��	!����������4 

 − = − +	

�

�

�

�
�
�

�
�
� +ρ

∂
∂

ρ�" �� ��
�

#
� �� �" �

�

�
�� �� �" �" �� �� � �

�

 

�
�����������
���� ��	���
���
����������	���
����
������"������
������������!	���	!������á-

��
��
� ����� '���
����"�	�� ����� �����
� �� természetes koordinátarendszerben felírt 

Euler-egyenlet normális irányú komponens egyenlete: 

− = − +�

#

�

�
� �

� �

ρ
∂
∂  

A binormális irányú komponens egyenlet – mivel ebben az irányban nincsen gyorsulás – 

������������	�����	������	������
����
�����
�������5������� �
��
�4 

�
�= − +
ρ

∂
∂
�

�
� �  

Az Euler-���������
������
��
��� �
	�����!�
����!�����������������
������
�
��������)���á-

ció adódik. Súrlódásmentesség feltételezése mellett a folyadékrészekre a nyomásból és a 

�	������	������
����
�����������3����
	��� �������
�������"����������*���
�
���������������

%!�������*�!�����������!����5������������������	�����
�����!	��
&��9���"�!��������
4������

közeg áll, a ny���������
����
������������5������!����
�����	������
����
�����!���� 

3����
	����������������"���
���������*��

�����
�
�������������
�����	�����	������	��!�k-

��������������
�������5�	�������"���5�����������������	���
�����������!����
��������	����

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 
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folyadékré�
�
���+��

����������� ����������%��������������������)����
������*�����l-

lentétes irányítással) gyorsulnak.  

���	������	�����������
�������������������
"!�����������������������������������������������

�
�����
	)�����������������
������������������������
��sról az áramképre következtet-

�����
������)�����������	
�	�
�
�+��

������������������������������
�%)������
������
��

������5�����
������
�������
*�����������������5��	�������
������������5��	����������
���


�
��&�� '��� �������� ���������� �
�
���� +������ %
���5zorban), amelyben a folytonosság 

����������������
�
��*��
�������������������+��

�������������<�������������������!����

+���	��%����5
�����&���������
��������*�	������
���������������!�
�������������)��
����a-

tó. (A mozgó folyadéknak le kell lassulnia és a ����"��������–��5�������	���	���������������– 

csak a nyomás áramlás irányú növekedése okozhatja.) 

Az eddigi példákban a közeg sebességének nagysága változott a nyomásmegoszlás hatásá-

ra. Vannak esetek, amikor a nyomás változása nem a sebesség nagyságát, hanem irányát 

változtatja meg. Igen jól használható összefüggés a természetes koordináta-rendszerben 

felírt Euler-egyenlet normális irányú komponens egyenlete (ld. (4.27) összefüggés). 

Szorozzuk meg a (4.27) egyenlet mindkét oldalát (–1)-el és tekintsünk el a tére����	�����á-

�������'
����������
�
�!��
�
�����
�����	���
�) �
4 

�

#

�

�

� �=
ρ

∂
∂

 

�
��������
�!��
�
���	��
���!����� �
�����
����
�����	����4 

a/ ha az áramvonalak párhuzamos egye-

nesek (R=∞�"� ������ �
����� ��������	����

nem  változik  a   nyomás; 

b/ ha az áramvonalak görbültek, akkor 

�
����� ��������	��� �� �����	� $�� �
��(� ��

����
�� ����
�����  #���������!����$����� (A 

�����������
����
��+�����)�����������
	�yszeríti körpályára a folyadékrészeket.) 

A 4.4. ábrán látható személyautó karosszériáján kialakuló nyomásmegoszlás jellegét a fenti 

meggondolásokkal meg lehet határozni: az áramvonalak görbületi középpontjából kifelé 

mutató nyilak a nyomás növekedését mutatják. A + és − jelek a zavartalan áramláshoz tar-

tozó nyomáshoz 
	)������5����������������)����
����%
������
�
	)����
�������������&� ��ö-

lik. Látható, hogy a homlokfal alatti spoiler csökkenti a nyomást, ezáltal csökken a felhaj-

����������������
�����	�����
	�!	��� �����
�
��������
�����!�����
���������	���� ����������

túlnyo����!��*��
	�������!�
���
�������
����
����!����� 

 

 

4.4. ábra 
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4.4. A Bernoulli-egyenlet 

Az Euler-egyenlet (ld. (4.13), (4.14), (4.16) összefüggéseket) egy differenciálegyenlet, 

������
�)+�����������������������	
����������	����������	
�����������
�
�
����– a folyadék 

�5���������
��������������!���������
�
����������
���������������������������	������	�e-

lezése mellett általában a vx, vy, vz és p a meghatározandó ismeretlenek. E négy ismeretlen 

meghatározásához szükséges 4 egyenletet az Euler-egyenlet három komponens egyenlete 

%���%.�12&����
�����	�&�	������������������	�����%#�;/&��
�������� ���6��
�
����������
���g-

oldhatók a fenti differenciálegyenletek megoldásával adott peremfeltételek mellett. 

Az Euler-egyenlet megoldásának egy igen hatékony módja a (4.14) alakban felírt egyenlet 

tagjainak az áramlási tér két (pl. 1-gyel és 2-!��� �����&�)��� ������
�
����!�����������%�����

szerinti) integrálása: 

      
∂
∂ ρ
�

�
�� �	
�

�
�� � 	��� �� � �� �	
�� ��

$ $$ $$$ $� ��

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� � � � �+ − × = −  . 

Vizsgáljuk meg, hogy a legáltalánosabb alakban felírt Bernoulli-egyenlet milyen feltételek 

teljesülése e���	����
���������
���������
��0 

a/ Miután (ld. (2.1) összefüggés) 

�	
� % �� % %

�

�

� �� = −
 , 

����� ����������������������!���������	�����	�
�����
� ��

�
�
�

�

−
 alakra hozható. 

b/ '
���!��
�������
"������ �8�  ���� ����������� �����!	��
����*������ �  ��� ����� ��%����	 

(ld. 2.2. fejezet, 2.8 összefüggés). A � �	
�&= −  helyettesítéssel és az integrálás el-

végzésével a (4.29) Bernoulli-����������8� ������� ���-(U2- U1) alakú lesz. 

c/ �
������������ ������� ��
	���*����
∂
∂
v

t
= 0, azaz ha az áramlás stacionárius.  

d/ ������ ���������
��"������������������	
�	��� okozna, ezért törekszünk zérussá tételére. 

'�����
	����	��	
�*��� 

 − a v sebesség zérus, 

 − a rotv=0, azaz az áramlás potenciálos, 

 − a ds a v és rotv vektor által kifeszített síkba esik 

 − a ds v, azaz áramvonalon integrálunk, 

 − a ds rotv, azaz örvényvonalon (ld.4.5.fejezet) integrálunk, 

(4.29) 

(4.30) 
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 − v rotv, u.n. Beltrami áramlás. 

e/ Az V tagban ρ = ���. esetén a � ρ  gradiensét kell vonal mentén integrálni, ami a 

−
−� �� �

ρ
 eredményre vezet. Ha ρ ρ= � �� , akkor a (4.15) összefüggés felhasználásá-

val az V integrál a 
��

�
�

�

ρ� �
�

�

�  alakra hozható. 

Ha a Bernoulli-����������� ���
��� �
*� ��
�!��
�
�� 
	��	��
��� +	��
���� ��������� 	�� ��!��a-

�
�
����) �����������	��������
����"�	��
���!	����� ����4 

− Stacionárius-e az áramlás? Ha nem, van e olyan (pl. együtt mozgó) koordináta-

�����
��*�������������+�����������������= 

− Potenciálos-e az áramlás? Ha nem, lehet-e áramvonalon integrálni? 

− Potenciálos-���
�����	�= 

− Állandó-���������	�= Ha nem, csak a nyomástól függ-e? 

�����
�
�����
���������������
�����������������������
����az áramlás stacionárius, le-

!� �����$��������� �������"��
���� �����)������!�
	������� ���"������� ��%����	"���	�*

��	���������������#� Ilyen esetben a Bernoulli-egyenlet az alábbi, jól ismert alakban írható 

fel: 

� �
&

� �
&�

�

�
�

�

�

�
�

� �
+ + = + +

ρ ρ   

�����>���9�������	
�	���������	��
�)����+��� �*�����������	��������
�
��������������	���
�

& � ��=  összefüggéssel írható le.  

A (4.31) összefüggés azt fejezi ki, hogy a fenti feltételek fennállása esetén a 

v p U2 2 + +ρ� �  Bernoulli-összeg egy áramvonal mentén állandó. (Potenciálos áramlás 

esetén a Bernoulli-összeg az egész áramlási térben – és nemcsak áramvonal mentén – ál-

landó.) 

4.5. Örvénytételek 

'��������� �
�������������5�����	������
���������
�����	��
��������
�������ározni, ame-

���
��
��
���������	����� �������	��
�������������������
��������
���)�
����!�����
������i-

akban tárgyalt ��$��� � �������	���#��	��� �		������ � ���
�	�$���$�
� !� �����. 

(4.31) 
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Tekintsük a 4.5. ábrát*� ����� ���� :�  ���� 
���� ����é-

kony vonalat tüntettünk fel. (A folyékony vonal a 

közeggel együtt úszik el.) Kérdés, hogyan változik a 

Γ = � � ��

'

� +��
���+��� 	��	
�� �
� ���� ����!	��	���*�

azaz  

�

��

�

��
� ��

'

Γ = =� (  

%3������"� �
��
������
�
� 	�*���
���� �������������������)�
��"!�&�8�
���� �
������ �� �����

szerinti megváltozását! A szorzat deriválási szabályait alkalmazva: 

�

��
� ��

� �

��
�� �

�

��
��� � � �= +

. 

A (4.32) összefüggés azt fejezi ki, hogy a � �� � �
��
��� ���� �
������� ���!����
���� ��

sebesség�	��	��������	
����!���������������
����������!����
������!�
�������!���
�� 

A 4.5. ábra alapján írható: 

�

��
��

��
� � � �� � �� � � � ��� � � �= + − = =�

. 

A ds foly	
����!�������������!����
�����!	�)��� ����
�
������
��������	����
�

���'
��

a sebességkülönbséget a (2.3) összefüggés alapján a derivált tenzor segítségével határozzuk 

�����3���������������������������"�	���������%.�#;&� ��������������� ������ � � ��  szorza-

tot ���
	���
��� �
��=��
�����
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4.5. ábra 

(4.32) 

(4.33) 
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Mivel a súrlódásmentesség feltételezésével éltünk, a �� ��*  folyadék gyorsulást az Euler-

egyenlet alapján fejezhetjük ki. A (4.32) összefüggésbe helyettesítve a (4.13) és (4.33) ösz-

szefüggéseket, írható: 

�

��
� �� � �	
�� �	
�

�
��

' '

� �= − +
�
�
�
�

�
�
�
�

�

�

�

ρ  . 

Ha a � �����	��)����+������	������������	���������*��

�����),ρ, a v2/2 és a -U gradienseit 

kell zárt G görbe mentén integrálni. Figyelembe véve a (4.30) összefüggést, valamint azt, 

hogy zárt gö��������	���
�����������������������������	����������������������
*���%.�#.&��sz-

�
�����	��  ���� ��������� 
	���� 	��	
� �����
�� %3�� �� �����	�� +��
� �� ������� ����!	���*� ��

(4.15) alapján ugyanez az eredmény adódik.). 

A Thomson (Lord Kelvin) tétel értelmében – ha a
���� ����� ��%����	��	��� 	���#��s-

��� �	���
���	���	����������#"�$����%	����������	��
��$�����– a sebességtér zárt fo-

��������$�������� ��$������ �����'�"���%������%�#��
������
��$������������$�� ozik: 

�

��
� ��

'

� = �
 

Tekintettel arra, hogy a cirkuláció és a sebességtér örvényessége között a Stokes-tétel (2.7) 

értelmében szoros kapcsolat van, a Thomson-tétel alapján megállapítható, hogy súrlódás-

mentes közegben a fenti feltételek fennállása esetén örvényesség nem keletkezhet. Másként 

megfogalmazva: súrlódásmentes köze������!���	�����%!����)����+����������������&�������

áramlása potenciálos. Valóságos közeg esetén a folyadéksúrlódás következtében pl. szilárd 

������������
����
�
�
���!	�����	���?�!	�����	������
�����	�����
���*�����
�����	������)o-

tenciálos, például a Coriolis-����	���
��
���)��!����������
*�+�
����
�
����
��������� 

Definiáljuk az örvényvonalat az alábbi mó-

don: az örvényvonalat minden pontjában 

érinti a rotv vektor, azaz ha �� az örvényvo-

nal eleme, akkor 	��� ��× = �. Definiáljuk 

továbbá az örvényfelületet, amely örvény-

vonalakból áll, és amelyet a rotv vektorok 

érintenek: 	��� �� = �, ld. 4.6. ábra. Ve-

gyünk fel egy, az áramló folyadékkal együtt mozgó A folyékony örvényfelületet (4.6. ábra) 

és azon jelöljünk ki egy G folyékony vonalat. Tekintettel arra, hogy az örvényvektorok 

érintik a felületet, azoknak a G által határolt felületre vett felületi integrálja zérus. Ekkor vi-

szont a (2.7) összefüggéssel megadott Stokes-tétel értelmében a folyékony felületen felvett 

G zárt folyékony vonalon a sebesség vonalintegrálja, a cirkuláció zérus. Ha fennállnak a 

Thomson- � ��� ��$�
� �	�����  �  � ���� �	��� �	���#��	��� �	"� ������#� 	���	���� ��
��"�

(4.34) 

(4.35) 

A

 

4.6. ábra 
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�� ��%����	���� ���, akkor a Thomson-tétel (4.35) értelmében a cirkuláció a G görbe men-

tén zérus érté
�� ����������@�!��
�
	�
	))���egy folyékony örvényfelület mindig meg-

tartja örvényfelület jellegét.  

Belátható, hogy két folyékony örvényfelület örvényvonal mentén metszi egymást, amely az 

���
��
� �
������ ������� �� ��!	��!�����  �����	��� �� ����
	�!������� �	!�� ������	
�	�
�
�

mindkét folyékony felület részei, ezért mindig a metszésvonal részei maradnak. A metszés-

!������������������������
�
������������	
�	�
�
��������� 

A Helmholz I tétele szerint egy örvényvonal, amely két örvényfelület metszésvonala, 

�������������
���#��������������	
����������  

Tekintsük a 4.7. ábrát, ahol egy ������������$���%	� (csövet 

��
���� ��!	���������&� ����������
� ��!	��+��� )����� ��� !����
�

fel az S zárt folyékony vonalat, amely S1,S2*ABC�	��ABD�	�
�
����

áll. Miután a zárt vonal az örvényfelületen van, a sebesség vo-

nalintegrálja e vonal mentén a Stokes-tétel értelmében zérus. 

Írjuk fel a cirkulációt az S mentén, figyelembe véve, hogy a 

sebesség vonalintegrálja S'’n és S'”n éppen kiejti egymást:  

� �� � �� � ��

+ + +

� � �= + =
� �

�
. 

 

4.7. ábra 

(4.36) 
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A körüljárási irányokat az A1 és A2 keresztmetszetekhez képest adtuk meg (azaz a (4.36) 

jobb oldalán a második integrál körüljárási iránya negatív). Azonos (pozitív) körüljárási 

irány esetén az S2�����	���!����
�
������������)�
��"!���� ������������
���������!���� �
���4 

� �� � ��

+ +
� �

� �= , 

azaz a Stokes-tétel értelmében: 

	�� � �� 	�� � ��

� �
� �

� �=
. 

Fentiek alapján megfogalmazható &���!��
�++� � ���(��
���$���%	��!�		
����� �����r-

mely metszetében 	�� � ��

�

� ��� ����������#"��	��������	���$�� ozik.  

4.8. ábra 

Következmény: �
���$���%	��������'�
��!� �����
������#���
�������,����
�� ������ �

alkot, vagy az áramlási tér határáig ér. (Különben � ⇒ �  	�� � ⇒ ∞  következne a tétel-

����&�3�������
��������!	����	�����	�����
����������������
���
�*�������3�������
��. törvé-

���� 	�����	���� EF����
�ED�� ������ �	!�� ������� %�
�
� ������� ������
�
���� �� ������	
�é-

szek�������*�����4.8. ábra). 

Az örvénytételeknél alkalmaztuk az Euler-egyenletet, tehát e tételek valóságos közegeknél 

addig és olyan mértékben érvényesek, ameddig és amilyen mértékben az Euler-egyenlet. 

Látni fogjuk a súrlódásos áramlások tárgyalásánál, hogy valóságos közeg áramlása esetén 

számos esetben jó közelítés a súrlódás hatásának elhanyagolása. Ezért az örvénytételek sok 

(4.37) 
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esetben jó közelítésként, más esetekben a tendenciák meghatározására eredményesen hasz-

nálhatók. 

�� ��)����	)� �
�����
��� ����� ������ ���*�

ami annak a következménye, hogy a szárny 

alatt a nyomás nagyobb, mint felette. Ez a 

nyomáskülönbség akkor jöhet létre, ha a 

szárny fölött az áramlási sebbesség na-

gyobb mint alatta, azaz a szárny körül fel-

vett zárt görbén a sebesség vonalintegrálja, a Γ�+��
���+���
	����������	������G�#��� ezetben 

mutat �
���*�����������
����������������� ���������������������������
�����
örüli cirkulá-

cióval. A szárny (pl. egy repü���	)� �
����&� ������ ������ ����
	)��� ��
� �	��������� 
���l, 

mintha egy örvény lenne. Vegyük körül a nyugvó szárnyat a 4.9. ábrán látható módon egy 


��������	!��*��������+��
���+�������!����!����	��������
���������	��
	���*�	����-������-

tétel (4.35 összefüggés) értelmében zérusnak kell maradnia, hiszen a szárnytól távol felvett 

G görbe környezetében az áramlási sebességek kicsinyek, így a Thomson-tétel érvényessé-

gét "„lrontó"”súrlódás hatása elhanyagolható. Ha mozgásba jön a szárny (elindul a repül�(

gép), körülötte Γ cirkuláció alakul ki, ami csak akkor lehetséges, ha egy azonos nagyságú, 

de ellentétes irányban forgó u.n. indulási örvény keletkezik a szárny mögött (ld. 4.9. ábra). 

Hasonlóan belátható, hogy a szárny megállításakor is egy örvény, a megállási örvény válik 

le a szárnyról. 

A Helmholtz II tétel értelmében�!��
�����
�
������� �
����������
�����������	������6������

mechanizmus eredményeként adódik a zárt örvény hurok? 

4.10. ábra 

Tekintsük a 4.10. ábrát, ahol egy áramlási térbe helyezett szárny látható felülnézetben. Lát-

ható, hogy a szárny mindkét végén folyamatosan úszik le egy-egy ellentétesen forgó ör-

vény, amelyek körüli cirkuláció, megegyezik a szárny körüli cirkulációval. Ezek az örvé-

 

4.9. ábra 
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nyek kötik össze a szárnyat, ill. annak megállása után a megállási örvényt) az indulási ör-

vénnyel, a Helmholtz II törvény értelmében zárt örvényhurkot alkotva. A szárnyvégi örvé-

nyek keletkezését mutatja a 4.11. ábra is amely Ma=1.1 Mach-�
������ %���� 
	����&�  �l-

���
�������������������
������)����	)�������
�����
����
������������������
�����
����!é-

��
���
����
�
���r!	���
��*�������
�������������%	��"����������	����&�
��������
�����
e-

���	�*����
����!	���
�+�����
�
�*�����)����	)����sztengelyével párhuzamos sötétebb vona-

lak mutatják. (A kép többi részét a gázdinamika fejezet tárgyalásánál értelmezzük.)  

4.11. ábra 

�� �
����!	����� ��5�
�� ��!	���
� 
����
�
	�	�� ������ ������������ ������������ ���) ��� ���

megérthetjük: a szárnyon úgy keletke
�
� ����� �����*� ����� ����� �� ������� �������*� �����

�������'�������
������	����������� �� �
�����!	��������
������ �������� ���
���
�*� ��������

szárny körüli áramlással összeadódva két örvényt alkot. 

 



5. Alkalmazások: hidrosztatika, úszás  

5.1. Hidrosztatika 

E fejezetben azokat az eseteket vizsgáljuk, amelyeknél létezik olyan koordináta-rendszer, 

����������	
������
����	��������
�������
�
����������	�����	�������	������	�����	������o-

������� �
����
�� ���� ������������ ��������� �����
����� �� �!
���� "�� �
� ��
��� �

�����ta-

rendszerben áll, vagy egyenesvonalú, egyenletes mozgást végez. Ez utóbbi esetben viszont 

egy együttmozgó koordináta-rendszerrel „megállíthatjuk” a közeget. Ezért azon feladato-

kat, amelyeknél a folyadék gyorsulása �� ��� = �  hidrosztatikai feladatoknak nevezzük.  

Tekintsük az Euler-egyenlet (4.13) összefüggésben megadott alakját:  

 
� �

��
� ����	= − 


ρ  . 

Miután a folyadékrészek sebessége zérus, hidrosztatikai feladatoknál az Euler-egyenlet 

valóságos (súrlódásos) közegben is elhanyagolás nélkül alkalmazható. Nyugalomban 

lé��� ���#�
���� �!
������ �������� ���� �	$���� ���� %�&�
�������
'���	���� ����� ����� ��(�
���

(1.2) összefüggés): 

Az (5.1) egyenlet bal oldalára zérust írva, átrendezve és ρ-val átszorozva megkapjuk a hid-

rosztatika alapegyenletét: 

 
����	 �= ρ

 

A hidrosztatika alapegyenlete alapján megállapítható, hogy 

– a nyomás leggyorsabb változásának (növekedésének) iránya és irányítása megegyezik az 

����	���	������	������
����������������	���������������� 

–� �� ��
���� ����

��������	��	��� �� �	������	�� ���

�&�� 	��	�	���� 	�� �� �!
��� �����	�	����

arányos. 

)���
�����	��$
���%���
����
�
�� �����= − , az (5.2) egyenlet átalakítható: 

 
����	 �����= −ρ

, 

�
�
� �
� �

�
�� ��
������� (������
"���� 	 �

= �  felületek (izobárok) és az � �

= � 

ekvipotenciális felületek egybeesnek. 

A hidrosztatikai feladatok megoldásánál az (5.2) vagy (5.3) differenciálegyenletet kell in-

����������*
�������
����
����������(�
�������������'�������
���
�*����-egyenlet vonal menti 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 
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integrálásával megkaptuk a Bernoulli-egyenletet. A hidrosztatikai feladatok megoldásánál 

tehát a Bernoulli-egyenlet tárgyalásán������"����


����������������%	��
����"��
nálni az-


����
�����
������	������"
�����������	������������
�����������������
�����
��
	����	��	��ek. 

+���$��� "�� �
� ����	�� $
���%���
�� �"���
�
���������� %���� ����������� �
����� ������

���� 	�� ��

�!
��������	�������ndó, akkor a Bernoulli-egyenlet (4.29) összefüggésben megadott legál-

talánosabb alakjából a (4.31) alakot kapjuk, természetesen a sebesség tagok nélkül: 

 
	

�
	

�







�

�
�ρ ρ

+ = +
 

Tekintsük az 5.1. ábrát�� �"
�� �� ,!��� ��"	
�	��� ������	���� �	��� �������� ���"����� ���������

ρ = 
�� ��� �� ������	�����
������)����


�����������
��������

�����������������-� 

���������	
��
�� 
�����
������� ����
����� ��� ��

����	
�������� ������ �
�������
�����
� Legyen z 

lefelé mutató koordináta. Ebben a koordináta-

rendszerben � � �= , ahol g N kg= 9 81. . Az 

(5.2) egyenletet kifejtve:  

 
∂
∂

∂
∂

∂
∂

ρ
	

�
�

	

�
�

	

�
� � �+ + =  

 adódik. 

.
�!��
��'��	����� ���(����"
�������
�����������

������������������%������ �'���������

koordináta mentén változik. Ezért írható: �	 �� �� = ρ . A differenciálegyenlet megoldása 

után a  

 
	 � � �����= +ρ �

 

összefüggést kapjuk, azaz a nyomás lefelé�
������
������ A Konst. integrálási állandót úgy 

határozzuk meg, hogy a folyadéktér egy olyan pontjára írjuk fel az (5.6) összefüggést, ahol 

ismert a nyomás. Ilyen pont a felszín, ahol írható: ha � = � , akkor 	 	= �. Behelyettesítve  

����� 	�= � adódik, tehát  

 
	 	 � �= +� ρ

 . 

Ha a tartály alján keressük a nyomást, � �= -t kell az (5.7) egyenletbe helyettesíteni. 

Másik megoldásként alkalmazzuk a Bernoulli-egyenlet (5.4) alakját. (esetünkben az er�/

�	��$
���%���
������!
��������	�������������.�0���
����-egyenlet alkalmazásánál igen fontos 

(5.4) 

 

5.1. ábra 
(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 
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és �������	��������	�
�����
����	����������������	��$
�������	�������������!
!�����
���
���
�

egyenlet az Euler-egyenletet „integrálja”. Általában jól használható az a módszer, amely 

szerint az egyik pontot ott vegyük fel, ahol mindent ismerünk, a másikat pedig ott, 

��	
�����
������
������
���
��� �����

�������
������� 

Legyen tehát az egyik pont (ahol mindent ismerünk) a felszínen felvett 1 pont, a másik a 

tartály alján z=)�"�������	���1�$
�����"
������
�����������'����2����	��������
��
ordináta 

����	����,!�����"	
�	�������	��$
���%���(�������1�1����(�
����� ��= −  alakú. Az (5.4) egyen-

�����������	���
�����
�����	��3 

 	 	 � 	 � �
 � 
 � ��= = = =� � �� . 

Behelyettesítés és átrendezés után: 	 	 � �� �− = ρ  adódik. 

Ha a 2 pontot nem a tartály alján, hanem valamely z változó mélységben vesszük föl, az 

(5.7) összefüggésre jutunk. 

Hogyan kell eljárnunk, ha a tartály felfelé gyorsul a gyorsulással? Abszolút (a Földhöz 

�!�
������������
��������
���������(�����	������
�������	$$�����������

�����"���
�
�������

�!�	��3����
����	���


���������
��������
zog, tehát az áramlás instacionárius. Szerencsé-

re találunk egy olyan koordináta-�����
���������������	
������!
������3��
������������������e-

lé együtt gyorsuló koordináta-rendszer. Ha a koordináta-rendszer gyorsul, akkor abban 

�	���������������
�������� (ld��1�1����(�
�����*���'�������
��
�����	������"��������	������/

tér, amelynek potenciálja a (2.10) összefüggés alapján � � �� = − , hiszen felfelé gyorsuló 

koordináta-rendszerben felfelé kell munkát végezni, ha elmozdítunk egy tömeget, azaz fel-

���	��%�!������
-k irányában) kell növekednie az �� -nak.  

.� �������� ��(��� �	��� ��
����� �����&��� ����� �
��
���� ����� �
� ������� ���

� � � � � �� �= + = − +� � �!��
��'��	��������"��
�������
�����	��$
���%���(�����*����	��'��

a 	 	 � � �� �− = +ρ� �  kifejezést kapjuk, tehát a tartály felfelé gyorsulása a folyadékra ható 

�&����������tegy megnövelte. 

.�������	���
������������������
��	�����
���	����
�'�������"
�����������

�������
�������"��á-

������4���	��

'���

������"
���$�����
��������"���������	���������������	���%��$$�
�����

közeg felszíne nem marad „vízszintes”. Milyen kapcsolat v����� ������

��� �
� �� !�

�"��

között? 
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Vegyük a hidrosztatika (5.2) alapegyenletének rotációját. Miután ��� ����� � = � , a bal ol-

dal zérus lesz. Ezért írható – figyelembe véve a szorzat deriválási szabályait: 

��� � ���� ���� �ρ ρ ρ� � = + × =� . 

5��������"���
�
��������$	��������������
���������������$
�enciálosak, ���� = ���*������ö-

vetkezik, hogy ���� �ρ× = ��� �
�
� �� �����	�� ����
"��
����� ����

������� ������� $��hu-


��
���� �	������	������
������.��!
��� �����	����� ����
���������������������

����� ����
-

hamosabban, ������������
 �� ��� 
���
����� �������
��
�
��#������	
#!�
ület (felszín) 

min�����	������������
���
�������������������������

�������	����� Ez azt is jelenti, 

hogy a felszín egybeesik valamely ekvipotenciális felülettel. (Ez utóbbi megállapítás 

közvetlenül belátható, ha meggondoljuk, hogy az � �

= �����'���������������gesek � -re.)  

5������$��
������ "
��� ����

�� �����	�� ����	�� �� �����	�� �����
������ ����

������� �������

$��"�
��
�� �� �	������	������
������6	��	���"
���������
�� �������������

������%�!�����

���������������	���0�

����"�����"
��������	���������"���	��������csa����������

�����á-

�������� ������
���
����
�����
����
������������
. 

Térjünk vissza a felszín helyzetéhez. Az 5.2. áb-

rán egy jobbra gyorsuló kocsit és egy hengeres 

��	���������'��������� ����� �
������ �
���� �
��a-

dékot látunk. Milyen alakú a felszín és hol he-

lyezkedik el? Ha ugyanis e kérdésekre választ 

tudunk adni, fel tudjuk írni a Bernoulli-

egyenletet a felszín egy pontja és a folyadéktér 

����������������������(�����
�����������
��$
��(��

között. Gyorsuló kocsi esetén együtt gyorsuló 

koordináta-rendszert veszünk fel, ezért a tehetet����	�������	������� � �� = − ) is kell számol-

�����,!�����"	
�	������������� � �� = − ������������.
��������

������(������
�5.2. ábrán fel-

vett koordináta-rendszerhez igazodnak.)  

.
������� ����	��$
���%���(�����	������	��$
���%���(�����!��zege. A folyadék felszíne vala-

mely ekvipotenciális felülettel esik egybe. E felületek egyenletét az � �� �� �

= + + � 

összefüg�	�������$"��(��3� 

 
�

�

�
� �= − + �

 

.���
�������
%������ �	��� �
����	�� ����
���� ��"��� ������������� −� �� � ������	���
������ö-

�����
�������������� �� � � ������ ����	�vektorra. Azt, hogy az ekvipotenciális felületsereg 

melyik elemével esik egybe a felszín, a folyadékmennyiség állandósága dönti el. Köny-

 

5.2. ábra 

(5.8) 
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nyen be���"�����"
������������
	����	����
%�������	����"
��
����	�����	���"tengely" körül 

"billen el" a felszín, ha nem vág be a kocsi aljába. (Ezért érdemes a koordináta-rendszer 

origóját itt felvenni.) 

A forgó edényben� �	���������� ����� �
������ �
���� �
����	�
�� �
� ���'���
���� �����
������

cél�
���� ��
�������� ����
�� �� ,!��� ��"	
�	��� ������	"�
� �� %������������� ����	�� (������ . 

2.2.fejezetben foglaltak alapján felírható az ekvipotenciális felületek egyenlete: 

� ��
�

�

 ���� �
�

�
�= − = = − +

� � � �

� �

ω ω
� �

. 

2��"�����"
����
�����$
���%������ ���'�������	���
������������������� ����
����������
��
�&�

forgási paraboloidok. 

Ebben az esetben is a folyadék térfogatának állandósága szabja meg, hogy az 

ekvipotenciális felületsereg melyik eleme a felszín, azaz, hogy egy adott koordináta-

rendszerben mennyi a K értéke. A 3.6. fejezetben meghatároztuk egy n-ed fokú forgási 

$����
�
����������	����	��
�atot. Ha n=2, ez a térfogat a befoglaló henger térfogatának a fele 

(ld. 5.2. ábra���*������!�����
����"
������
������	������������
�������������
��������������l-

színhez képesti legnagyobb lesüllyedése és felemelkedése egymással megegyezik:  

∆� � �= � �  ω � � � . 

)�� ��������� ��$��
�����
�� �
��
'��� "���
�
����kai feladatok megoldásában, a nyomásokat 

��������
��������
��
�����������
��
�"��(����7��(����"
����
�����	������$
���%���������'�e-

����������������
�����������
���&����'���������������8������)���
�����������	�� �!�������	��

!��
����	��� �������� �
� ������ �����rek "s„ját" ”kvipotenciális felületükön nem okoznak 

��
����!�����	����)����"����
�����������	�-!��
����������$
���%���������'���	���

�������

el, a má��������	��!��
������
�

"�����
����!�����	���� 

Az ekvipotenciális felületek megtalálása általában nem okoz nehézséget: a Föld nehészségi 

�������� ����	�� ���
������� �� ��"��������	��� ����	�� ����	�� �� �	������	������
�������������� �í-

�
���%�����������������	������	�����
����������������������
�����������"���������)����,!���

��"	
�	���������	������������ehetetlenségi ����	���	������	�����
�������������
�����������

és irányítással ∆ ∆� �

 �� ��  távolságot mozdulunk el állandó ρ������	����!
������ 

∆ ∆ ∆ ∆	 � � �

 	 � �� � � �= =ρ ρ�  

nyomásnövekedés adódik (ellentétes irányban nyomáscsökkenés). Ha ω szögsebességgel 

forgó koordinátarendszerben, ρ������	����!
�������1 sugárról egy nagyobb r2 sugárra me-

gyünk át, a nyomás ∆	 � �! = −ρ ω
�

�




� � �� � �  ér�	����������%�����������������	��"�������� 

Felhasználva a fentieket az 5.2. ábrán��	�������������"����


���������0�	��.�$
����� lé-

�����
�����'�!���	�	�3 

(5.9) 
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− a gyorsuló kocsinál: 	 	 � � � �" # � �− = +ρ ρ∆ ∆  

− a forgó edénynél: 	 	 � � �" # �− = +ρ ρ ω∆ � � �� . 

Az eddigiekben vizsgált esetekben a ρ = �

� feltételezéssel éltünk, ami cseppfolyós hal-

mazállapotú közegeknél a valóságnak i����(�������������.���

�������	����

���������o-

��������
�������

��������	��(��������������

"�����.
����8����
�!��	���	�����	������ρs�/

���	��79�����������������
������������
����5��������������
���"���������	����
��������o-

zása miatti változása nem hanyagolható el pl. meghaladja a 10%-ot? 

)���������	������
�����'���	��������
��"��
���"������0���
����-egyenlet általános alakja 

(4.29) a bal oldal zérus értéke mellett figyelembe véve a (4.15) átalakítást. Potenciálos er�/

tér feltételezésével: 

 
� �

�	

	
	

	

� 
 �

�

�

− + =�� �
� �ρ . 

Általánosságban (pl. ha a ρ nem a p-���� �'���� "a-

���� $��� �	�� �� "��	��	�������� 	�� �� ���ves-

ségtartalomtól is), a hidrosztatika (5.2) alapegyenle-

téhez (azaz az Euler-��������"�
�� %	��
���� ����
�-

nyúlni. 2������ �� �������� �
� ���
�
�	������ �	���

��
������
�
���� ���"����

���� �������� ������-

"��	��	������$ �

= �) mellett. Vegyünk fel egy fel-

felé mutató z koordinátát (ld. 5.3. ábra). E koordináta-�����
��������,!�����"	
�	�����������

� � �= −  vektortérrel írható le.  

Alkalmazzuk a hidrosztatika (5.2) alapegyenletét:  

∂
∂

∂
∂

∂
∂

ρ
	

�
�

	

�
�

	

�
� � �+ + = −� � . 

Ismét látjuk, hogy a nyomás csak a z koordináta függvénye, ezért írható:  

�	

��
	 �= −ρ� � , 

ahol az (1.5) gáztörvény értelmében ρ 	
	

�$
� � = . 

(5.10) 

 

5.3. ábra 
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Behelyettesítés és a differenciálegyenlet szétválasztása után az alábbi integrálás elvégzé-

sével határozhatjuk meg a keresett 	 	 �= % &függvénykapcsolatot: 

�	

	

� ��

� $

	

	

� �

� $

�

	

	

= − ⇒ = − ⇒�� 
�
��

�

	 	 '

�

�$
�

=
−

�  

Az 5.3. ábrába felvittük az (5.11) nyomásváltozást, amelynek a kezdeti (� = � -hoz tartozó) 

	�����(���������
��� �
� �������� �����	�� ����	����
	�	���� ������ ��
�������

��� �������é-

vel. 

5��(����

'���"
������������������"��	��	�����������	�"�����������������%�!����� 

5.2. Testek úszása 

Az Euler-egyenlet levezetésénél láttuk (ld. 4.2. fejezet), hogy ha egy ∆V térfogatú testet 

egy ���� 	  nyomásgradienssel jellemzett térbe helyezünk, akkor arra ∆ ∆( ����≅ − )	) *   

����"����.�"���
�
��������8�1�����$�!��	��	����"�������������∆ ∆( � *= −ρ  adódik, azaz a ρ 

s����	����!
������������t ∆:��	��
���&��������"�������������������������	�����
�����	�����
��

irányításával, nagysága pedig megegyezik a ∆:��	��
���&� �
����	����"���������	����� �
��-

mazó er�������.�,!�����"	
�	���������	����;���"�(��������<����
	�"��'�������������������

megegye
�����;���

���
����
����	���&������<��=����������;���"�(�����<��

���(����
������

autóbu�

����"���
�	������!��!����	��!��!�������������
����'�������	��� 

)������:� �	��
���&� ���������,!�����"	
�	���������	����ρ� �����	��� �%��$$�
���������� �	g-

�������
����	���������'���������( � *+ = ρ ����"�(������"��������������
����������������z-

������ .� �����
������ ������� �� �!�������
�� �!
	$$
��
��� ���� �� "
�
�	�� �!�����
�
����

esetén megegyezik a súlyponttal.  

*��� ����� ���
�� &�
���� "�� �����
�� �����	���

megegyezik a cseppfolyós közeg ρ�����sé-

gével, vagy kisebb annál. Utóbbi esetben 

csak addig merül a vízbe a test, amíg a 

�����'����	�
����������

���
����
����	���ú-

lya megegyezik a test súlyával. A súly����

	�������"�(������������&�������������
�&�
��

test stabilitásának� ���� (�������	���� �����

az úszó test az elfordulással szemben mu-

tat.  

(5.11) 

 

 

5.4. ábra 
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Nyilvánvaló a test stabilitása, ha S��&��$
��(�����!
��������'����	�
�K térfogatközéppontja 

alatt van (ld. 5.4. ábra). Ekkor elfordulás esetén egy, az elfordulást csök������M nyomaték 

keletkezik.  

.����������(������'�������
���������
!���������������"��������������������$���"�(������
�����n-

súlya is, amelynél az S súlypont a kiszorított térfogat K középpontja felett van. (Ezt kezdeti 

������������������

'�������� �����

��
����� �'���� 	��	��	������
������	�	�� ����	����"�(��

felborul.) Tekintsük az 5.5. ábrát! 

Az ábrán látható hajótest szimmetria-���(�����'��������"�
�

képest  szöggel tért ki. Az ábrán láthatók az S súlyponton és 

a K��	��
������!
	$$
��
���������G��&������	��(+  felhajtó-

������"�(�����	�	����������"���
������
����

�������.����	�	��

"�������� �� �&��$
��� 	�� �� �&������� ��������� �� ���"�(������

nagysága nem változott meg����������"�(��������������
�a-

la eltolódott. A kitérés hatására ugyanis a hajótest A�(�����	��

����&� �	�
�� �����'��� �� ��
����� ��B� (���� ���

��� ���emerült. 

.
�������������	�	���������"���
��"�
��	$������"����������$����������
�����*
����
���������"�j-

��������amelynek támadásvonala az M metacentrumban metszi a szimmetriasíkot. Ha az S 

súlypont az M metacentrum alatt van, akkor a hajó egyensúlyi helyzete stabil, hiszen 

���	�	������	�������

���������	���������
��	��������
���	��������ezik. 

 

5.5. ábra 



6. Alkalmazások: súrlódásmentes áramlások 

elemzése, számítása  

Ebben a fejezetben példaként néhány feladatot oldunk meg, felhasználva az eddig tanulta-

kat. Az áramló közeg súrlódásmentes és összenyomhatatlan. 

6.1. Áramlás konfúzorban 

Tekintsük a 6.1. ábrát, ahol egy konfúzor lát-

ható, amelyben víz áramlik. Mekkora a 

nyomásgradiens a tengely A pontjában, � �= �  

������������ 	�� �� �
����� �
�
���
�

� � �� �
��= +� � függvény szerint változik? 

Miért változik a nyomás a konfúzorban? Az 

������� ������������
�� 
����������� ���� ����� 
��� 	�������� �
	
�� ��
�
�� �
����
��
�� ������

	�
�� �� ��������� �
�� �������� ��
�
�
�� ��� �� ����
��� ��� ���������� �
���


��� �
	��� ����� ��

nyomás hely szerinti változása gyorsíthatja a közegrészeket.  

A gyorsulás és a nyomásgradiens között az Euler-egyenlet teremt kapcsolatot (4.13), 

��
���������
�
��
���������
����
��� 

���	

	 �

	�
= −ρ

 

 ���
�!

�����������"#����
�����
�
�������en vízszintes irányú komponense, ezért nem be-

folyásolja a nyomás változását.) A 	� 	��  folyadékrész gyorsulása a (4.3) összefüggés sze-

��������������������
��$�������������%� 

	�

	�

�

�
� �= +

∂
∂

. 

A fenti összefüggés kifejtése komponensegyenletekben a (4.2) kifejezésben látható. Miután 

a konfúzor tengelyében � �
 �= = �  és ∂ ∂ ∂ ∂� � � �
 �� �= = � ����"&�'(����
�
��������

�l-

lapítható, hogy  

	�

	�

�

�
�

�

�
�

�

�

�

��
�

�

= +
�
��

�
��

∂
∂

∂
∂  . 

 

6.1. ábra 

(6.1) 

(6.2) 
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A vx� �
�
���
������
��� 	
��� ��� ���� ��
������ ������������� ����$�������� �
�	���������� ��

folytonosság tételének (3.29) alakját, ami a ρ� ������
� �llandósága miatt (ami víz esetén 

igen jó közelítés) a  

� � � � � �� �

� �
� 	 
 	 


 

összefüggésbe megy át. 

#��
�

���
��������x��
�
���

��

�
����
���
���!���� �  átlagsebességgel. Ezért valamely 

x koordinátához tartozó vx sebesség a  

� � �
� �

�
�� � � �

�

�
� �

 

 ���
�!

���
�����
�
�	
���������������������
�
���
����")�*(����")�&(����������
�$�	���% 

�
� � �

�
� �

�
�

� �

�

�

��
��

�
��

�
�

�

�

�
� �

�

�� �

 . 

#�")�+(����
�
�����
���� ��������������,���
���������
�
���������,�	
����
������������
�
��s-

nél xA-t, t helyébe t1-t helyettesítve majd az így kapott értékeket a (6.2) összefüggésbe beír-

va me
����������
�
�
���
�����������-�������������
����
�����")�.(� ���
�!

���
������	e-

lyettesítéssel adódik.  

6.2. Nyomás változás forgó edényben 

Tekintsük a 6.2. ábrát, ahol egy henger alakú, vízzel töltött, 

� �� �  szögsebességgel forgó edény látható.�#��
������
������p-

���������
���
�

���
���������$����� ��� ���
����
�
���
���������r-

gó folyadékot a környezettel. Határozzuk meg az A��������������

�������������!�����0 nyomás különbségét. 

/������!� �� ��������
������������������
�������

��������% 

a/ együttforgó koordináta-rendszerrel „megállítjuk” a folyadékot, majd alkalmazzuk a 

hidrosztatika módszereit; 

b/ az álló koordináta-rendszerben áramló közegre felírjuk a Bernoulli-egyenletet; 

c/ az álló koordináta-rendszerben áramló közegre alkalmazzuk a természetes koordiná-

ta-rendszerben felírt Euler-egyenletet.  

(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 

 

6.2. ábra 
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a/ A folyadék együttforgó koordináta-�
����
���������
�����������
���������– mivel a ko-

ordináta-rendszer forog –���
�
�
��
��
����
�������
������
�����
���
�
���#�O pontból az A 

������� �� 0 ��� �
	����
�� 
���
���
�� 
������
�������� �
�!�
���� 	����	������� 
���t az nem 

okoz nyomásnövekedést. Alkalmazva a O és A pont között az (5.4) összefüggést és figye-

�
��
����
�����
������
�����
���������
�����������"'�.1(����
�
���������������!� ����
�
��� 


 
� − =� − − = − − −
�
��

�
��

=ρ ρ ω
� �

�
� �

� �

�
�	 
 ρ ω�� �

�  

összefüggés adódik, ahol ρ����$��������

� 

b/ Írjuk fel az abszolút rendszerben a Bernoulli-egyenlet (4.29) összefüggéssel megadott 

legáltalánosabb alakját! 

∂
∂ ρ
v

t
ds grad

v
ds v rot v ds g ds gradp ds

I II III IV V

A A A A A

0

2

0 0 0 0
2

1� � � � �+ − × = −
 
.
 

-�
�!���
���������������
�
���
������������������
��������2����

������������������#�22����
g-

rál � �
�

�

�

� �−� � �  alakra hozható. (ld. 4.4 fejezet(�#�222����

������
���
	
��!��

�
�������é-

russal (4.4. fejezet), hiszen az áramlásban a ��� �  nem zérus, és – mivel az áramvonalak 

koncentrikus körök – nem lehet O-ból áramvonalon A-ba jutni. A IV tagnál figyelembe 

kell venni, hogy –����
�����������
����
���� vizsgáljuk a jelenséget – csak a Föld nehézségi 


���
�
������	�����
�
�
���� ����������
���


��	�-re, ezért a IV integrál esetünkben zérus 

érté���� �
����
��
�� ������ 	�
�� �� � �

�  ���
����	��������� ��� 3� ���

���� − −
 
� �	 
 � ρ 

alakra hozható.  

Ezek figyelembevételével: 


 
 � ��� � 	�
� �

�

�

�− = × −
−��

�

�

�

�

�
ρ ρ

 . 

Abszolút rendszerben az áramlás koncentrikus kör alakú áramvonalakkal jellemzett sík-

áramlás, ahol a sebesség csak a sugár függvénye: � �= ω . Ebben az esetben a ��� �-nek 

csak forgástengellyel komponense van, amelyet a (3.8) összefüggéssel lehet meghatároz-

ni: ��� � 	� 	� � �
�

	 
 � �� � ��-�����
�
�!���
�� ��� �
�

	 
 � ��  adódik. Keressük az egymás-

����
���


�� � , ��� �  és 	�  vektorok vegyes szorzatát. Tekintettel arra, hogy e három vek-

tor jobbsodrású rendszert alkot és 	� 	�� ����")�4(����
�
����
����
�
�������

����

���
��5

en átalakítható. Figyelembe véve továbbá, hogy � � �� �� � �� � � , a (6.8) összefüggés 

a (6.6)-�����



�
����������	��	���% 

(6.7) 

(6.8) 
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� − =� ρ ω ω ρ ω ρ ω ρ ω
� 	�

�
�

�
�

	 
�
� �

�

� �
� �

� �

� − = − =ρ ω�� �

�
. 

�6� 7���


�
�� 

���
����� �

������ ��� ���� ��� ��������� �
����
��
��� 8����� �
�� ��� -��
�-

egyenlet normális irányú komponens egyenletét természetes koordináta-rendszerben (ld. 

4.3. fejezet, (4.27) összefüggés) 

�

�




�
�

�
�

� �= −
ρ

∂
∂  . 

Az �� �����������
 ��!�
�����
����
�
�!���
��

�
������� ����������������������
��������

a dn normális irányú elemi elmozdulás esetünkben dr-�
�� 

�
���� "�
��� ��� ������������

koncentrikus körök). A ��  esetünkben zérus érté���� 0
���� �


������������� ��$�����

szétvá�����������������

������������
�
�����

�
��
�
������ �
��
���������% 

	

�

�
	� � 	�

�





 ��

= = ⇒�� �ρ ρ ω
�

�
�

�
�


 

�

� − =�

� �

�
ρ ω

 . 

 

6.3. Kiömlés tartályból 

Tekintsük a 6.3. ábrát, ahol egy tartály látható, amelyben víz van. (A vízfelszínt tekinsük 

végtelen nagynak, azaz hanyagoljuk el a süllyedését.) A tartály hengeres falának alsó ré-

�������

��7�	�������
������������
�
����
���
��������������������
���
����
���

�������

van, amelyet „hirtelen” (rövid – elvileg zérus –����������������(�����
	
����������9�������aló, 

hogy a folyadék nem a nyitás pillanatában éri el a stacionárius kiáramlási sebességet, ha-

�
���������������������������/�
�����
	
��
����
�
���

���
$���: 

 

Írjuk fel a Bernoulli-egyenlet (4.29) összefüggésben megadott legáltalánosabb alakját: 

∂
∂ ρ
v

t
ds grad

v
ds v rot v ds g ds gradp ds

I II III IV V
1

2 2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

1� � � � �+ − × = −
 
.
 

 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 
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6.3 ábra 

 

Vizsgáljuk meg a 4.4.fejezetben leírtak alapján, hogy hogyan lehetne a (6.12) összefüggést 



���
���$�
���� 

Az I integrál nyilvánvalóan nem zérus, hisz éppen a folyadék gyorsulását kívánjuk megha-

tározni, és nincs is olyan koordináta-rendszer, am
����������
����������������������������e-

he���� 

A II integrálon hajtsuk végre a szokásos átalakítást, amelynek eredményeként 

� �
�

�

�

� �−� � �  adódik.  

A III integrál�����
������
������ ���!��
���	�
��	�
�����
���!���
�����.����'�������������e-

lyek között az integrálást vé
�
	�������� #�� 

���� ����� �
	
����
� ��
����� ���� �

�
��� �	���

����
���������%��

�����
��������
���$�
���#�������������������
���!���
����	���������
�
t-

len fi�������
������

���
�
��!������
	
���

�������� ����������������������
��!�%�
���������

cél��
��
����������

������ �����	
��
���	�����	
������������������
����������
�
���

�����

gyor��������
�
��!���#��.����'�������
��
	
����
���	�
��

���������������

�
���
�������

III integrál���������������"3�����
�������.;����'��������� � ������������������

�������.’ 

és 1 között pedig –�������������������������- � ≅ �  

Figyelembe véve, hogy az abszolút (Földhöz rögzített) koordináta-�
����
���������
��������

�
�
���

���$
���������0 ����
	����
��
���
���
���
����������������������
���������-�������

IV integrál a − −� �� �	 
  alakra hozható. 

�
����
��
�� ������ 	�
�� ��� ������� � �

� �$��� ��
���
�� ������

� ��������� ���V integrál a 

− −
 
� �	 
 � ρ összefüggésbe alakítható át. 
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A fentiek figyelembe vételével (6.12) az alábbi alakra hozható: 

 ∂ 
∂ ρ 
v 
t 

d s v p U + + + 
� 

 
� 
� 

� 
� 
� 
� = � 

2 

1 

2 

1 

2 

2 
0

. 

A (6.13) összefüggést szándékosan írtuk fel ebben a szokatlan alakban, mert így világosan 

��������� 	�
�� ��� <��������������� ��
��=� ��� ���

���� �
���� 	�����	��� �������� >
�������-

összeghez kell hozzáadni. Esetünkben � ��= , mert a z koordináta felfelé mutat és tudjuk, 

hogy a potenciálnak abban az irányban kell növekednie, amerre munkát végzünk, ha egy 

testet elmozdítunk. 

/�����������

����

�
����
�������������������
�����������������������������Az 1-es pont-

�������������	
��������������
���������������������������
���������������
��
��������� 

me��������������
���$�
�"�
�
����
���
�
(���������
���������
�
����
���
��	
�����
�����	�
��

a  folyadékfelszín süllyedési  sebessége elhanyagolható.  Ugyanitt  
 
� �=  , � �= , ha a 

� = �  szintet a 2-es pont magasságában vesszük fel (ld. 6.3. ábra). A 2-es pontban � = �  és 

a keresett sebesség � � �� = 	 
��?
������ �� ������� �� �� ���� "'(� �
�
����
���
�� �
�

��é-

ben? Erre a kérdésre a természetes koordináta-rendszerben felírt Euler-egyenlet ismereté-

�
����	���������������?������

����������� ��������������
�������
�!���������
�������m-

vonalak párhuzamos egyenesek, a (4.27) egyenlet bal oldalának nevez����
�� ��
�
���� @�

áramvonal görbületi sugara ∞��
���������������$������
�
���������������������
���


�
��

nem változik. Így a ����
�� ������������������ �� ����	�� �� ��
��� ����	���
� �
���
�: 


 
� �= . (Ol�����������
�����
���������
�������
�����������!� ����
�	��������	�������
�( 

A gyorsulás vonalintegrálját az alábbi megfontolások alapján fejezzük ki. Ha a tartály ele-



���
����
����������
��
����
�
���
�
�	����
��	������
���������
����ulás is jó közelítés-

sel zérus. Ezért az integrálási útvonalat két részre osztjuk: 1-1’ és 1’- 2 szakaszra: 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

�

�
	�

�

�
	 �

�

�
	 �

�

�

�

�

�

�

� � �= +
�

�
 . 

#������������
������
���1���
�������
�
�
����
������
����
����������������� �

�
�����������

elhanyagolhatjuk. A jobb oldal második tagjának meghatározásához tegyünk néhány meg-

állapítást. A ∂ ∂� ��  gyorsulásvektor, amelynek abszolút értékét a-val jelöljük, párhuzamos 

a 	� ��
���������������
�

����
����������

������������������"/����
�������������
��
����5

�
�

���
��
���


��������
��
������������
�

���
��
���


���
�
���
������
���<�e-

�
��
��
=�����������
��������������
���
	
���

��(����
�
��!���
���	�
��
���
��
�����
r-

jük a folyadékgyorsulás irányítását. Ilyen esetben felveszünk egy pozitívnak feltételezett 

�����$������������
�
������
���
�
�������a meg a gyorsulás tényleges irányítását. Vegyük fel 

�����$����� �� ���� '� �� ���� �
�
����
���
�
� ���������������� 
����������� �
�����
�� 	�
�� ��

(6.13) 

(6.14) 
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∂ ∂� ��  és a 	�  vektor iránya és irányítása megegyezik, az integrandusz az (a ds) alakban ír-

ható, ahol 	� 	�= .  

Hogyan változik a�����	�������
�������
��������:�/��ρ=������������������������ �
��
��
��

����������
����
�
����
���
���
��

�������������������������������
��� �
���
��� � �����
�t-

áramnak: � � � �� � � �= ��-������ �
��
�����	�
�� 

� � � �� � � �=
 , 

ugyanis belátható, hogy a keresztmetszet-viszonnyal fordítottan arányos sebességviszony 

csak hasonlóan fordítottan arányos lokális gyorsulás-��������
�
���� � 	
�� ����
��-������ö-

�
��
�����	�
����������������
�� � �

� ��������
�������������������
�
����
���
��� ����
��

�
����������������	������
������-�������")�.&(� ���
�!

�����������������
���������$�	����

át: 

∂
∂
�

�
	� � 	� � �= =��

�

�

�

�

�
. 

Helyettesítsük (6.16) összefüggést (6.13)-ba, figyelembe véve, hogy v csak t függvénye: 

	�

	�
�

� 
 

� �+ + = +

�
� �

� ρ ρ . 

Stacionárius esetben � �
	�

	�
= �  felírva a Bernoulli-egye��
�
��.����'������� � ���

���
���í-

tés után adódik:  

�
� ���

�

�
=

, 

ahol vst�����������������������	������������
�
���
�������
�� 

A (6.18) összefüggést (6.17)-be helyettesítve és a differenciál-egyenletet szétválasztva kap-

juk: 

	�

� �

	�

�
��

� � �−
=  . 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 
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Átalakítás után integrálhatunk: 

d
v

v

v

v

v

L
dtst

st

st
t

v
vst

1
22

0 0−
�
��

�
��

=� �  . 

Integrálás után az ����
�

�

� �

���

��=
�

 összefüggés adódik. Bevezetve a τ =
� �

���

 jelölést, ahol τ 

��������������������������������	����������
�
�
��st��
�
���


���

�
	
����� 

Fenti jelöléssel: 

�

�
��

�

��

=
τ

 . 

A (6.20) függvénykapcsolatot a 6.4. ábra mutatja be. Lát-

ható, hogy a kiáramlás sebessége a stacionárius sebessé-

get aszimptotikusan közelíti.  

A 6.3. ábrán��
��!��
��!���������
�

����
������������������

����������

��������������������������
�����������������l-

lanatokban. A csap nyit����
����� � < �	 
 a nyomás mindenütt 
 ��� +ρ . A csap nyitásának 

pillanatában � = �	 
  a teljes ρ
/��������!� ����
�������
�����������������zlop gyorsítá-

�����<����$�����=��#	�
���
����������� � > �	 
, a ρgH nyomáskülönbség egyre nagyobb része 

��!���

���� ���������������� ������������
�
���
�
�� ������ �
�
����$�ásához és egyre keve-

sebb jut a folyadékoszlop gyorsításá����-����

���
�
�
������
��
ltével a kiömlési sebesség 

eléri a � ���� = �  értéket.  

�
�����
�
�
����������
����������
���
����������ódás következtében a nyomás stacionárius 

������������
���
�����������������	�������
����� 

6.4. A statikus-, a dinamikus, és az össznyomás 

Ha ρ� ��������������
����∞ nyomású közeg v∞ sebesség-

gel áramlik és az áramló közegbe egy szilárd testet helye-

zünk el (6.5. ábra), a testen találunk egy olyan pontot – a 

torlópontot – ahol az áramlási sebesség zérus, azaz a 

torlópontba tartó áramvonalon a folyadékrészek teljesen 

�
���
����ek. Írjuk fel a Bernoulli-egyenletet az 1 és a t (torló)pont közé. (Az 1 pontban a 

zavartalan v∞��
�
���
��������������������
����������	������� �
��
����
�����
���
�����
��i-

(6.19) 

(6.20) 

 

6.4. ábra 

t

ρ

 

6.5. ábra 
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�

��������
�
�
���������
�����
����A�����������
�
�


�������
���
��������
��������������e-

���


�����etének kb. öt-tízszerese távolságba elhelyezni az 1 pontot ahhoz, hogy a test 


���
	atása elhanyagolható legyen.)  

#���������� �������������� ������������ ���

�������� ��0 ����
	����
�� 
���
���
����
������

de � ��
���eges az integrálási útvonalra, ρ=áll., ezért a (4.31) alakú Bernoulli-egyenletet 

alkalmazzuk ρ-val való átszorzás után, azaz nyomás mértékegységben: 


 � 
 
� �∞ ∞+ = =
ρ
�

�

 . 

Látható, hogy a torlópont��������������������
��������������������������������������l-

kodó p∞ statikus nyomás. A torlóponti nyomást össznyomásnak nevezzük és pö -vel 

jelöljük. Az össznyomás és a statikus nyomás különbsége: 


 �	 = ∞
ρ
�

�

 , 

amit dinamikus nyomásnak nevezünk. 

Össznyomásnak (pö) megállított közeg nyomását nevezzük. Látható, hogy az 

össznyomás a potenciált tartalmazó taggal (ρU) különbözik a (4.31) összefüggés kapcsán 

definiált Bernoulli-összeg ρ-szorosától. Ha tehát a közeg súrlódásmentes, az áramlás 

stacionári�����������������	�	��
��
��������������� ������
�	

�������������������

�-

egyenlet azt fejezi ki, hogy  

− potenciálos áramlásban az össznyomás állandó, vagy 

− örvényes áramlásban az össznyomás egy áramvonal mentén állandó. (Az 

össznyomás örvényes áramlásban áramvonalról áramvonalra változik. Példaként te-

kintsük az 1.2. ábrán látható áramlást, ahol a párhuzamos egyenes áramvonalakra me-

���egesen a természetes koordináta-rendszerben felírt Euler-egyenlet értelmében nem 

változik a nyomás (ld. (4.27) összefüggés). Miután azonban a sebesség minden áram-

vonalon más, a (6.21) összefüggéssel definiált össznyomás változik az áramvonalakra 
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���� ��� 
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����������� ���������� ������� ��������� �
��
�
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mozgást végeznek, amit a közeg sebességének nevezünk. Ha feltesszük, hogy a közeg és a 

környeze�
� � � ��� �����
�� 	���
�
�� ������ �� �������� ����������� ��������
������ �
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�
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��� ����� ��� �� � �

� 	����-

(6.21) 

(6.22) 
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séklete ������

���
�����
�!�
��
�	����������
������!�� �����������������
�������������o-

más.  

6.5. Radiális ventilátor, Euler-turbinaegyenlet 

Tekintsük a 6.6. ábrát, ahol egy radiális ventilátor vázlata látható.  

 

6.6. ábra 

A súrlódásmentesnek tekintett közeg az (sz(� �
��� ��$���������� ���� �
� �� 
���
�� 

�� �����

konfúzor (k) vezeti a forgó járókerékhez (j), amely az (m) motor (t) tengelyére van rögzít-

ve. A közeg radiális irányba fordul és áthalad a járókerék (l) lapátjai között. A motor M 

[Nm] nyomatékot fejt ki az ω [1/s] szögsebességgel forgó járókerékre. E nyomaték hatására 

a járókeréken áthaladó közeg forgás irányában eltérül. Bejut a (cs(��
������
�	�������������

(ny) nyomócsonkon keresztül hagyja el a gépet. 

A ventilátorok feladata a szállított közeg össznyomásának növelése��#��
����
����
��������

össznyomásnövekedés a 

∆
 
 
 
 � 
 �� �
� ���

�
 ��

= − = +�
��

�
�� − +�

��
�
��

ρ ρ
� �

� �

 

 ���
�!

������������	���� 

A ventilátor hasznos teljesítményét (ami súrlódásmentes esetben a bevezetett teljesítmény-

��
��

�
���(��� 

�  
� �= ∆
 

összefüggés fejezi ki, ahol qv[m
3/s] a ventilátor által szállított térfogatáram. 

A fogalmak meghatározása után vizsgáljuk meg, hogy hogyan lehetne az össznyomásnö-

vekedést a Bernoulli-egyenlet alkalmazásával kiszámolni! Írjuk fel az egyenletet a lapátrács 

(6.23) 

(6.24) 
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������1 és az utáni 2 pont között. Abszolút rendszerben a lapátok mozgása következtében az 

áramlás instacionárius, ezért a relatív (együttforgó) rendszerben – ahol az áramlás stacioná-

rius – alkalmazzuk a Bernoulli-egyenletet.  

 

6.7. ábra 

Tekintsük a 6.7. ábrát, ahol a lapátok e������".(����� 
 ����"'(����������
�������������v ab-

szolút, w relatív és u szállító (kerületi) sebesség vektorokat. Írjuk fel a relatív rendszerben a 

(4.29) összefüggésben megadott Bernoulli-egyenletet: 

∂
∂ ρ
w

t
ds

w w
w rot w ds g ds gradp ds

I II III IV V
1

2
2
2

1
2

1

2

1

2

1

2

2

1� � � �+
−

− × = −  .
 

Az I integrál zérus, miután a w relatív sebességtér stacionárius. A III integrál is zérus, mert 

1 és 2 pontok lehetnek azonos relatív áramvonalon. Hamarosan látni fogjuk, hogy ha nem 

���������������

���������
����
������������
���� �

������$�����222���
���
�����#��3����
g-

rált ρ=áll. következtében − −� � �
 
� � ρ alakra hozhatjuk.  

A IV integrál kifejtése némi megfontolást igényel. Miután a koordináta-rendszerünk forog, 

���
������
�����
������
���
���������������-������


�
���

	���������0 ����
	����
��
���e-

rét, ezért ez utóbbit elhanyagoljuk. Tudjuk továbbá, hogy ha forgó rendszerben egy tömeg 

elmozdul, arra a Coriolis-
������	������
���� 

� !
"��

= ×� ω
 

 ���
�!

���
�� $�	���� �
��� 0�
�
�
��
� ���
�� 	�
�� �� �
������
����� 
������ ���
��������

� ���	�
# #= −  továbbá �

�
# = −

� �

�

ω
, a IV integrál az alábbi alakra hozható: 

� 	�
� �

! 	�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �
�� �= −

�

�
�

�

�
� + ×

ω ω
ω

 , 

ahol ω a koordináta-rendszer forgási szögsebessége, ami megegyezik a járókerék szögse-

�
���
��
���#�")�'B(� ���
�!

������ ���	�����	�
����C�������-
�������������
���� ���

������

zérus, ha áramvonalon integrálunk: ! 	�.  

(6.25) 

(6.26) 

(6.27) 
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Tételezzük föl, hogy nem áramvonalon integrálunk. Ebben az esetben a (6.26) összefüggés 

222� ���

������ �
�� ������ �������� ���
�
��!�� � �� ��������� 	�
�� ��� ��������� �
�
���
����

ör�����
��
�������������"�������
���������(�
�
����
	������	�����-tétel (4.35) értelmében 

az abszolút sebességtér örvénymentes is marad. Miután az abszolút, relatív és szállító 

sebességekre fennáll: � ! $= + , ���� = �  esetén írható: ���! ���$= − . Az $  

szállítósebes��
� �� ��
������
���


�� ��� ��������� �����
� $ �= ω alakban írható fel, ezért 

rotu a (3.8) összefüggés alapján �ω-����

�
����� 

Mindezt beírva a III integrálba  

− × = − × − = ×� � �! ���! 	� ! 	� ! 	�

�

�

�

�

�

�

� �ω ω	 
  

adódik, azaz a Coriolis-
������������
�������

����������



�
������������������������
����

azt.  

A fentieket összefoglalva: 

− ha a relatív sebesség forgó koordináta-rendszerben nem zérus, akkor a centrifugális 

er�tér mellett a Coriolis-
�����������
�
�
��
��

���� 

− ha áramvonalon integrálunk akkor a Coriolis-
��������������

������������ 

− ha nem tudunk áramvonalon integrálni, de az abszolút áramlás örvénymentes áramlási 

������� 
�
��� ������ �� C�������-
���
�
�� ����������� ��
� �� >
�������-egyenlet III 

integráljával együtt kiesik. 

Most térjünk vissza az eredeti feladathoz, és írjuk fel a Bernoulli-egyenletet az 1 és 2 pont 

között!  
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+ − = + −

ρ
ω

ρ
ω

 

Miután ! � $ ! � $ $�= − ⇒ = + −� � � �  

Fenti átalakítást figyelembe véve (6.28) összefüggés felírható mint: 
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�+ − − − − + + +

−
=

ω ω
ρ

%         (6.29) 

(6.28) 
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Mivel $ �� �= ω�����
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Tekintettel arra, hogy � $ � $$� � � �= , ahol � � �$� �  vektor kerületi sebesség irányú vetü-

lete. Ezzel az Euler-turbinaegyenlet ventilátorokra, szivattyúkra is érvényes alakja: 

∆
 � $ � $� �	 $ $= −ρ� �� � � �  

Az Euler-�������

�
��
���
�����������������
��,�������� ��������������
�	������
��
��
����

érvényes. 

Tekintettel arra, hogy a súrlódásmentességet feltételeztük, a létesített össznyomás-növe-

kedést –�	�
���

�!� �� ��
��!���������������
�
�����– ideális össznyomás-növekedésnek 

szoktuk nevezni és ∆
� �	 -sal jelöljük. 

/�� �� �
��������� ���
��� ������� ��$��� �� �	�����-tétel értelmében � $� �= , tehát írható: 

∆
 � $� �	 $= ρ � � . Látható, hogy az áramlástani gépek a közeg perdületének (a kerület irá-

�����
�
���
 ���
�
����������
�����������(��

����������������"�
��������������������
�
����

növelésével, turbina esetén csökkentésével) adnak át energiát az áramló közegnek, vagy 

nyernek energiát abból. 

 

(6.30) 



7. A felületi feszültség  

��� ��� ������	
�����
�����	��� �� ������������������ ����		�� �� ���	��� ����� 	������
� ��

-

�����
�����������	����	 -���
������ ���	��!�������� ��"�����������	#�����
������������-

kulá����������������
����"��������	������� ���� �		� $��
�������������	�	
��%��������	� ��	-

���������
��� ���������
������
��� ������������������������������ ��"�	�����������������

mole������� ����
���"�	���� ������	��� �������������������� �������������������"�	�����i-

egyensúlyozatlan. Ezért a cseppfolyós halmazállapotú közegek felülete rugalmas hártya-

ként vi��������&������
����#�����	�������������������������"�	����
����

���'����ják” ösz-

���"#���� �� ������	�	�� (���	� 	��	��� ��
� �� ���� ��������� ���� �� 
��������		� 	�	�� ����t szalad-

gálhatnak rovarok a víz felszínén. 

Tekintsük a 7.1. ábrát ahol egy huzalból készült keretet látunk, amelynek 

egyik oldala elmozdítható. Mártsuk pl. szappanos vízbe a keretet! A kialaku-

� �"��	�����	�������������	�����������	��������	��
 csökkenteni akarja a hártya 

��
���
�	������������� �)�"����#��
#�"��	��	������	�*�����	��	����
����#�y-

ban, azaz írható: � ��= �  , ahol C [N/m] az egységnyi hosszra jutó, felüle-

��� �����	��
���	���
��������������������	�	���������	��
��
		�����
�����evezünk. Ez az 

������ �����������������"�	��������	�������������	�������������	��	���
������
�	���������
�i-

	 ����

��)���
���������	������������	���� � �= � ���	 
 � � . 

Tekintsük egy folyadékfelszín 7.2. ábrán látható elemét. A 

felszín P pontjában a görbületet két, egymásra ������
���

metszetben megadott R1 és R2 görbületi sugarakkal hatá-

rozhatjuk meg. A felszínelem 
� � 
� � �= α  és 


� � 
� � �= α  hosszúságú oldalain felületi feszültség ébred, 

�����
���������� ���������$����7.2. ábra) van az elemi mé-
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után adódik: 
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7.1. ábra 

 

7.2. ábra 

(7.1) 

(7.2) 
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Ha a felület hártya, akkor a (7.2) összefüggés jobb oldalán egy kettes szorzó jelenik meg, 

hiszen két felületen lép fel a felületi feszültség. Ha a felület gömb alakú � � �� �= = . 

Ezért gömb alakú folyadékcsepp belsejében a nyomás ∆� � �= � �  ill. buborékban 

∆� � �= � �  összefüggéssel számolható. 

Háromféle folyadék (pl. leves, zs��-�������� ����
�%�����	������	��u-

tatja a 7.3. ábra���������
���������������	���������	 �������	������e-

����	�� ������	��
��� �
�������� ��������� ������ �� ��� ����	����� �����-

dékok sajátosságaitól függenek. Vegyünk fel a három folyadék talál-

kozási vonalában egy�� ��� �
����� ������
��� ��� "����#��
#� �����-

�����	�����������
����
�������� 	�"�	�������"�	 �������
����#��
���

vannak (a vektorháromszög záródik). Ha pl. � � ��� �� ��> + , akkor nem állhat fenn 

egyensúly, az 1 folyadék a 2 és 3 folyadék határolófelületén szétterjed (mint pl. az ásvány-

olaj a víz felszínén).  

Ha a szilárd fal és két folyadék esetét vizsgáljuk, akkor a 

7.4. ábrán látható viszonyokat tapasztaljuk. Ekkor víz-

szintes irányban az egyensúly feltétele: 

� 
� � 
� � 
��� �� ��= + ���α . 

A C13� ��

���
��� ����������	� �� �������� ���� ��� �� ��������� ����		� �������� ��
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��� ����

egyensúlyozza ki.  

.����/��������������
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����������������	��������-��������	�	�����
�����%������  he-
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������������������������������
�����		������������������	��������	��
"���"����� ���"�	 �

adhézió lép. 

Fejezzük ki cosα –�	���$0�/%��
�����	
��&������� � � �α = −� � ��� �� ��  . 

Ha � ��� �� ��> ⇒ < °α , azaz a csepp alakja hasonló lesz a 7.4. ábrán láthatóhoz (pl víz-

-����� �
�� ��� �����%�� (��������� ���	
��� α > °��  (pl. a higanycsepp a padlón). Ha 

� � ��� �� ��> + , a folyadék szétterjed a felületen: pl. a petróleum „kimászik” az üveg-


����"�������������
��
�������%� 

 

7.3. ábra 

 

7.4. ábra 
(7.3) 
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Vékony csövekben (kapillárisokban) a felületi feszült-

ség a folyadékoszlop felemelkedését vagy lesüllye-

dését okozhatja. Tekintsük a 7.5. ábrát1������ ����� �o-

lyadékba mártott 2 jel�������
��#�-��
�������������dék 

felszínét tekintsük egy R sugarú gömbsüvegnek. A p0 

������ ������� ��� ���A� ���	
��� ����� ������� �� $0�2%�

összefüggés értelmében: 

� � � � � ��� �� ��� �− = =� ��� �α . 

Az A� ���	
��� ������ ��"�	� �� ������ ���������� ����

� �������� "�� �� ���������������

� � � ��� − = ρ � �������

��
�l számolható m magasságra felemelkedik. A kapilláris 

felemelkedés a 

�
�

� �
=
� ��

ρ
α���

 

�������

��
��� ������"�	 �� 3��
�� ����� ����
�� ���
���-� � ���	��� α < °��  ezért fel-

emelkedést (� > �%�	�����	����������
��"�
��������
�����	���α > °�� , ezért a higanyszál a 

felületi feszültség hatására lesüllyed (� > �). Ez a felemelkedés ill. lesüllyedés pl. a folya-

dékoszlop kitérésen alapuló nyomásmérésnél okozhat hibát. Itt is megjegyezzük, hogy a 

C23���������	��������	��
"���"����� �����	����
������
�� ���"��� ������ 

 

7.5. ábra 

(7.4) 



8. Az impulzustétel és alkalmazása 

8.1. Az impulzustétel 

������������	�
�������������	�

�	�
���������������������	��������������������
�
�������

közötti kapcsolatot vizsgáljuk, kikötve a súrlódásmentességet. Ellentétben a 4. fejezettel, 

ahol differenciálegyenlet adódott, itt a mozgásegyenlet integrál alakját határozzuk meg. Is-

mét Newton II axiómájából indulunk ki, amely szerint a tömeg mozgásmennyiségének 

����������	��
��	
���������������	���������	����������������
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�
��!����	��

egyenletet: 

�

��
� �� � �� � ��

� � � � � �

ρ ρ= −� � �
� 	 � 	 � 	

, 

ahol V(t) a folyadék gondolatban elkülönített, az A(t) 

felülettel határolt részének térfogata (ld. 8.1. ábra). 

"#���������� �	� �������
���� !�� �
 ��� �!� �	� � ���-

egyenlet levezetésénél, ld. (4.17) összefüggés.) A fo-

lyadékrész ∆
�!������

����bbúszik, és az A(t+∆t) felü-

lettel jellemzett helyre kerül, miközben mozgás-

men��!����� ������	
� �� ��������
��� !���������� �!�

�

változhat meg (instacionárius áramlás esetén, ld. 4.1. fejezet), másrészt azért, mert a folya-

dékrész odébbú�	���������
��������������
����������������
�����$���		����!��� "%�&'�(��	e-

függés bal oldalát a 8.1. ábra figyelembevételével! 

�

��
� ��

�
� �� � ��

� �
� � �

� � �

�

� �

ρ ρ ρ
� 	 � 	 � 	


��� � �= −
�

�
�
�

�

�
�
�→ +

+
∆ ∆

∆
∆


� � 	 � 	
 

)�����������!�	��������	�����	� �
������������	�������!!�� ���
���	�
��������������������	�

mozgásmennyiségének különbségét tartalmazza. Vonjuk le és adjuk hozzá a zárójelben lé-

���
����
�	��	
�����	��������!����
������������	�)"
*∆t) felülettel határolt térrészben lé-

�����������
(����
��!�����
������������	!�+� 

(8.1) 

 

8.1. ábra 

(8.2) 
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d

dt
v dV

t
v dV v dV

v dV v dV

V t
t t t

V t t
t

V t t

t
V t t

t
V t

ρ ρ ρ

ρ ρ

( ) ( ) ( )

( ) ( )

lim� � �

� �

= −
�

�
�
�

+

+ −
�

�
�
�

→ +
+ +

+

∆ ∆
∆ ∆

∆

∆0

1 � 	 � 	

� 	 � 	
 

)�����������!��!����	����������
�!�tegráljának integrálási tartománya megegyezik, ezért írha-

tó: 


�� 
�� � 	

� 	 � 	 � 	
∆ ∆

∆ ∆
∆

∆
∆ ∆

∆
� � �

� � �

�

� � �
�

�

� � �
�

� �� � ��
� �

� �� �
→ +

+ +
→

+
� � �−

�

�
�
�

�

�
�
�

=

 


� �ρ ρ ∂
∂

ρ� 	 � 	 . 

∆t-�������������	����,
��� 
��������	�����∆� → 
  határátmenetet a  


�� � 	

� 	 � 	
∆ ∆

∆ ∆
∆� � �

� � �

�

� � � �
�

� �� � ��
�

� ��
→ +

+ +
� � �−

�

�
�
�

�

�
�
�

=



� ρ ρ ∂
∂

ρ� 	 � 	
 

összefüggést kapjuk, amely megengedi, hogy a ρ �  vektortérnek szakadása legyen a V tér-

fogaton belül. 

)�"%�-'�(��	�������� ������������� ����� 
�����!�����������!�� !�
���������(�����������	�-

�,
���������������
� !�������� 
!�	��� �	� !�
�������!� 
��
������ ���(��(	��� .	��������� �ö-

���������
���� �����

�	���
�!�����

�	�
��
�	�������!������
�
��
����	�����	�!�
���á-

lok. A két integrál különbsége úgy adódik, hogy a 8.1. ábrán�*�����������(�
�
�����	���������

mozgás�����!�������������������!���–�����������(�
��������
��
!�	������(	(�����	��!��
!���y-

mást.  

Vegyünk fel a ��  felületelem vektorral jellemzett felületelemet, amely ∆
�!������

��� �  se-

besség irányában � �∆  távolságot mozdul el (és az A(t+∆t) felület részévé válik). Az el-

mozduló elemi felület a 8.1. ábrán vonalkázott � � ��∆  térfogatelemet határoz meg, amely-

���� ���������!� 
(��� mozgásmennyisége: � � � ��ρ ∆ . Ha �  és ��  tompaszöget zárnak 

be ( – jellel jelölt térrészben), akkor a mozgásmennyiség a skalárszorzat sajátosságai követ-

kezté��������
,�����	���	
��	�!���������	���(�������
��!
��	������,�
�
�/� 


�� 
��

� 	 � 	
∆

∆
∆∆ ∆

∆
� �

� � �

�

� �
�

� �
�

� �� � ��
�

� � � �� � � ��
→

+
→� � � �−

�

�
�
�

�

�
�
�

= =

 


� �ρ ρ ρ ρ� 	 � 	 � 	  

A jobb oldal utolsó integráljá���� ���� 	������� �����
� ����� ��������� �����
������� 
�

����

hogy a mozgásmennyiség-megváltozás vektor a sebesség vektorral párhuzamos. 

(8.3) 

(8.4) 

(8.5) 
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A (8.1), (8.3), (8.4) és (8.5) összefüggéseket figyelembe véve felírható az impulzustétel: 

∂
∂

ρ ρ ρ
�

� �� � � �� � �� � ��

� � � �

� 	 � 	� � � �+ = −
 . 

Az impulzustétel egy �
�����������	�� ������ �� �
��������� ��	�� ����� ��� �� �
�������

mozgásállapota között teremt kapcsolatot. Amíg az Euler-egyenlet differenciálegyenlet 

az im� �	 �
�
���!�
��������
�
��
����	�����������!�	��,
���� 
���������
��������������)	�

impulzustétel alkalmazásánál egy, a koordinátarendszerünkhöz képest rögzített, zárt A felü-

letet, �������������������	�	 kell felvenni (amely a V térfogatot körülveszi), és ki kell szá-

����!��	�!�
��������
��)	�!�� �	 �
�
���!�����������������
������������������
!�!�
��������
�

tartalmaz. A két térfogati integrál közül a bal oldali – amelynek számítása általában megle-


�
����������� �
�–�	�� ����
�����
���	����������
��!����! ����	��
��	�!�� �	 �
�
��
���
��á-

�����
��!����! ����������	!�
��!����! ��"!��������������!�����!��
�����(��l ingadozó) áram-

���������� ���������	�!��)�����������!�
������
!�!�
�������	��������	��������
�������������a-

������
�
��
�����
�"�����0�����
'�����	!��!������������	��,
������
��������!�	�����������	e-

���� 

Helyezzünk egy szilárd testet áramló közegbe (ld. 8.2. ábra)! 

1������ ���� �	� �������	�� ������
�
� 0���� 
���� �	�)b� 2�����3�

felülettel rekesszük ki a szilárd testet a V térfogatból, ami 

így az Ak és Ab közötti térfogat. Legyen az áramlás stacioná-

rius. Írjuk fel az impulzustételt! 

∂
∂

ρ ρ ρ

ρ

�
� �� � � �� � � ��

� �� � �� � ��

� � �

� � �

� �

� �

� 	 � 	 � 	� � �
� � �

+ + =

= − −
 

)	������ !�
egrál zérus, mert az áramlás megállapodásunk szerint stacionárius. A harmadik 

!�
������ ���������	�� ���
!�	������	!�����
��
�������
������,����	��������	��������
��������z-

tül nincsen átáramlás (� ��⊥ '��)�����������!� 
�����!�
��������������������
������������kra 


�
��������������	����	�����
�(��	��	!��4���

�
���
�����	�!�
��������������������
���ó-

��������������	���������0����!����0����������
�
���!����,
��0���!�
������������������	!�����


��
���
�
���������!
��  vektorral jelölünk. Ha tehát stacionárius áramlás esetén a felvett el-

�����	��������
�����	!�����
��
��������������"%�5'�(��	���������	������!���������,�
�
�����/ 

� � �� � �� � �� �

� � �

ρ ρ� � �= − −� 	
 . 

Azért szerepel az �  az impulzustétel fenti alakjában, mert a mérnöki gyakorlatban legtöbb-

�	(�����	!�����
��
�����
�
������������� ���kíváncsiak. Az � ����
������

!�����
,�����������

(8.6) 

 

8.2. ábra 
(8.7) 

(8.8) 
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�	��
������	����������
��	�!�� �	 �
�
���������	!�����
��
�����������������
�
�����
�������	e-

repeltetni. (Az �  alkalmazására természetesen csak akkor kerül sor, ha a szilárd test az el-

�����	��������
�������������������������	
�����!��	��������	��������
��������������'�6���a-

����������0����������(	��������������		 ���	�!�� �	 �
�
��
������	��������	��������
������o-

���������
�
����0�����������	����	�������
�����
 �� ��
�
���	�!���������	����������
�– �  

vektort – az impulzustétel (8.6) vagy (8.8) összefüggéssel megadott kifejezésének jobb ol-

dalához kell adnunk. 

Végül felírható az impulzustétel legáltalánosabb alakja, amelynek jobb oldalán az el-

�������� ������	���� ��
�� �
��������� ��	�� �����	� ������������ ��� �������
�� tesszük 

ugyanezen folyadék mozgásmennyiségének az egyenlet bal oldalán kifejezett egység-

�����������������
��	
����
��� 

∂
∂

ρ ρ ρ
�

� �� � � �� � �� � �� � �

� � � �

� 	 � 	� � � �+ = − − +
 

8.2. Az impulzusnyomatéki tétel 

)�%�&�����	�
��������	��
�)�������
��������������������,�
 �������	�������������	��������i-

ség-meg���
�	���������0���
��6����������������,�
�
���	����������
������

�7����
������o-

natkozó nyomatéka valamint a mozgásmennyiség-megváltozás-vektorok nyomatékának 

�����������
��!����	��impulzusnyomatéki tétel: 

∂
∂

ρ ρ ρ
�

� � �� � � � �� � � �� � � �� � �

� � � �

�× + × = × − × − +� � � �� 	 � 	  

ahol �  a tér kijelölt P pontjából a dV térfogatelemhez ill. ��  vektor talppontjához húzott 

vektor, � ����������������	��������	��������
����������	!�����
��
����
�����������
������  

���!���	��������	��������
���
�
���0���������������
���� 

8.3. Az impulzustétel néhány alkalmazása 

Mozgó sík lap  

Tekintsük a 8.3. ábrát, amelyen egy sík lap látható, amely 

áll, vagy u sebességgel jobbra mozog. A sík lap egy víz-

� ����
� 
��,
�������������� 
�������������������� �������	a-

vartalan sebessége v, keresztmetszete pedig A��8!���������

hat az álló és a mozgó lapra? 

(8.9) 

(8.10) 

u

 

8.3. ábra 
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)�������
������������	�!�� �	 �
�
���������������������(����/��!����������	�����!��	��l-


������ �,	� ���� ��������
�� ����� ������ !�����
����� �� �,�� ���� ������
��� ����
��	�� "��� �	�

������������ �(�����
�� �������� �(�
(�� ���!����
�
�'� 
0�������
�� �	�	� �� �(rnyezetinél na-

������������
��������!�
���������������������

����
��)	�!�� �	 �
�
�������	������������z-

��
�!����!�����
����������� �	
������!	!��!������!�������������	��������
���
(�
�����!	����a-

tával megválaszolható a kérdés.  

������� is vegyük fel az ell����	��������
�
����������
�
������
�����	�������������!/ 

− 
���	!�����
��
���
�
�����
�������������
��
�
��������������	��������	��������
������ 

− �
�����������������

��	��������	��������
�������������������	��������!�����������������

legyen azzal párhuzamos.  

Esetünkben a fentiek szerint eljárva a 8.3. ábrán���

�
���������	��������
�����!��� 

Másodszor írjuk fel az impulzustételt (8.9.összefüggés) és állapítsuk meg, hogy mely 

tagjait kell az adott feladat megoldásánál figyelembe venni! 

∂
∂

ρ ρ ρ
t

v dV v v dA g dV p dA R S

I II III IV V VI
V A V A

� 	 � 	� � � �+ = − − +

   
 

Az I integrál zérus, ha az áramlás stacionárius. Ha a lap áll, ez a feltétel fennáll, hiszen a 

�,	� ����!�����������������!�������������
�	!���6���!�	��
���	�����������	����������	������

rendszerben inst��!����! �������!�/���
����������

����
����������	�������
���	�
�
����������

sebesség. Ha viszont a koordináta-�����	������
�"����	��������	��������
�
'�����	������
�	�

rögzítjük, akkor az áramlás stacionáriussá válik, azaz az I integrál értéke ebben az esetben 

!��	�� ����
�
�
�� 

)�99�!�
������������
�
�������	�� ���
!�	�����������������
��	��������	��������
��� 

)�999�!�
��������
�������
�������	�� ������
����,	� ��������������������������
�
�����
����,z-

� �����0����������������������)��,	���
�
���0�������!�
t változik a körben sugárirányban 

le������,	�������������	
��	��������
�������� ����	��
�,�
 ����� ��������(��������� -t. 

)�91�!�
�������	��������	��������
���
�
��������������	����	�����
�����	!��!��)�!�
��	
��o-

rábban láttuk, a nyomás a párhuzamos, egyenes á��������������������������������
�	!���

�	�	�������������� ��������������������������	!�����������������������!�

���8.3. ábrán 

��

�
�� �������	�� ������
�������������!�����

� �	������ 
�
�
� �� ������
���
�
�����omásból 

�	����	���������������	�� �� 

Az V tag ne��	�� ���
!�	��������	!�����
��
��	��������	��������
��������� 

(8.11) 
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A VI tag zérus, hiszen a súrlódást elhanyagoltuk. (Ez esetben ez az elhanyagolás nem okoz  

hibát.) 

)	����	���������������������"%�&&'��������
������
���������	����(�(

/ 

� � �� �

�

ρ� = −� 	 . 

Harmadszor, határozzuk meg az integrálok (esetünkben egy integrál) értékeit álló lap ese-


��+�)	�����	��������������
���
�������	��
�)��������	��������
�������
��	��!�
�����
�
(����e-

lületrészen számolt integrál összegeként határozzuk meg. A (8.12) összefüggés bal oldalán 

�����!�
������!�
������ �	��	�� ����
����!��������������
��������������
���"������	��
�����
�

� = 
, vagy mert � ��⊥ ), ezért esetünkben csak azokon a felületrészeken kell integrálni, 

�
����(	��������
��	��������	��������
��/��	�)1 és A2 keresztmetszeten. E keresztmetszetek-

ben a sebesség állandó: ��  ill. �� �����!�����	��������	��������
�
��	��������!�������������e-

������������

��������� �� ������	(��
��!�
�����	�)1 keresztmetszetet, ahol a közeg belép a 

felületbe. Miután a sebesség és a felületelem-vektor irányítása ellentétes ρ � ��� 
< . Zé-

rusnál kisebb számmal szorozva a v����
��
������		����������	��!����0����������
�
���!�á-

��,
��0����
��
���� ����8! 
����	�!�
������ �	�����	����������������������������	�)1 felü-

let mentén állandó, írható:  

� � � �� � � � �

�

� �

�
� � �

�

= = −� ρ ρ� 	 
 �� , 

ahol ��  a mozgásmennyiség-megváltozás (impulzusáram) vektor.  

Határozzuk meg az � � ��
���
� �� 
����������
� ����0� �!���������	
��
�	�
� �ϑ  középponti 

szöghöz tartozó dA2� ������
�������� )	� �������	�� ������
���� ����� �!��������� � ��� 
> , 

�	��
���"%�&:'������������������ !�
������ !�
�grandusza a �� ����
�������������	�� !����0����

irányítású vektor: 

�� � ��
�

�
� �

�
�

�

�

= ρ  

Arra az érdekes eredményre jutottunk, hogy az �  mozgásmennyiség-vektorok (amelyekkel 

a (8.11) összefüggés II integráljának egyes felület szakaszokra vonatkozó értékeit jelöltük)  

− �!��!�����
 	��������������������
������"
�
�
��
���	��������	��������
�
��������������

��������������

���������������	��������	��������
��������������'; 

− �!������ 
�
������������
������ 

(8.12) 
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− ���	��0
� ��
����� "�� �����	
��
�	�
� ���
��� �������� ��������� ��� �������� ���
��'�

� � �= ρ � . 

Az � �� � �� �  vektorokat ábrázoltuk a 8.3. ábrában. 

Negyedszer vegyünk fel egy koordináta-rendszert és koordináta irányonként írjuk fel az 

����� ������0���
�� .	!���
�!�� �������� "���� �	��
� !��� ���
� �� ������ ����� ����� �����������

���������� �	����	������
�
'�� �����<� 
������� !����0�������� �	����
�
 �����	��
��������	�

���
����������	�<�!����0�������0��
�,�� �������$!���������������
���������
����������	��

vagy ellentétes irányítású az x tengely pozitív irányításával, az egyes vektorok (esetünkben 

az � � ���
����'� ���	��0
� ��
���!
� ����� ��	!
,�� ����� ����
,�� ���������� ����� ��,��!� �� "%�&&'�

�������
�������������������/ 

x irányú egyensúly: 

− = − − = − = −� � ���� � � � �� �� �

�
�ρ  

�	�	��	������������
�
�������	�� � �= ρ
�

�
�������
��� számolható. 

(Fenti összefüggésekben a vektorjel nélküli mennyiségek az abszolút értéket jelentik.) 

6������
�
���		 ��������������
�
�����
��������
���������  sebességgel x irányban mozog? 

A mozgó laphoz rögzített koordináta-�����	�������������	��������
���etén ugyanígy kell el-

járni, mint álló lapnál, csak a ��  sebesség helyett a � � �� �= −  relatív sebességgel kell 

számolni:  

� � � �= −ρ �

�

�� 	 . 

(Ha a lap a sugárral szemben mozogna, a relatív sebesség � �� +  lenne.) 

1������
������� ������
���� �
��� ���!����� ��������� ������� !�� �	�����!������ Hogyan hatá-

rozható meg v1 és A1 ismeretében v2 és A2 ? Írjuk fel a Bernoulli-�������
������������������

kö	��� �
��!����! �� ���������������
��	��� ������������ 
(�
���� !�
�������� ���
������������

(4.31) alakját az 1 és 2 keresztmetszet között, elhanyagolva a f����������
�
���0�����
�� 

� � � ��

�

� �

�

�

� �
+ = +

ρ ρ
 

8! 
������,	� �����������������������������������������/���������� �� �= , tehát � �� �= . 

A folytonosság tételét figyelembe véve pedig � �� �= . Ugyanez vonatkozik mozgó lapra 

is de itt a relatív sebességekre. 
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A Borda-féle kifolyónyílás 

A 8.4.a. ábrán egy tartály látható, amelyben víz van. A tartályon egy speciális u.n. Borda-

������!�������,���
�����	�����!�� ���������!(��������	
��
�	�
�������
�	� �(�	,
�

�� �� 
�r-


����������0�������������6���!����!�������������������!(�����,�����(	�����������	�
�����

felgyor� �����(	��������
��
�������������!(�����,�����(	���������(�������� �− 
  túlnyomás 

(ld. 8.4.b. ábra M�����������������	���'��)�4����-������!(�����,�����������	�������
�����

�!(�����,�����(	��������� 
��
��������������������������	!���	����

��������������� tar-

tály falá�����������
��!�����������������"����N�����������������	���'� 

p-p
0

 

8.4. ábra 

Alkalmazva a Bernoulli-egyenlet (4.31) alakját az adódik, hogy a víz a H magasságkülönb-

ség hatására  

� � �= �
 

�����������������!���!��� 
��
��������)��!(�����,	� ������
��asztalatok szerint nem tölti ki 

teljesen az A [m2=� �!(��������	
��
�	�
�
�� 6�
���		 ������ �� �,	� ���� (��	�
0	��������

������	�� 

α = � �� �
 

ú.n. �
�	��������	������ értékét a Borda-kifolyónyílás esetén, ahol AS a vízsugár kereszt-

metszete a kiömlés helyén.  

Alkalmazzuk az impulzustételt! Vegyük föl a 8.4.a. ábrán���

�
���������	��������
�
����!
���

8.4.c. ábrán����(���!���	��
 ����"9

������		��������
�����	��������	��������
�����	��������é-

tele – hasonlóan a Bernoulli-egyenlet integrálási határainak célirányos kijelöléséhez – a fel-

���
����!���������������
������
������������������!�
 !�!�
�������!���������
�
�!�������
e-

vékenység.) Alkalmazzuk az impulzustétel (8.9) összefüggéssel megadott alakját: 

 

∂
∂

ρ ρ ρ
t

v dV v v dA g dV p dA R S

I II III IV V VI
V A V A

� 	 � 	� � � �+ = − − +  . 

(8.13) 

(8.14) 
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Az I integrál értéke esetünkben zérus, mert elhanyagolva a víz felszínének süllyedését az 

���������
��!����! ���)�999�
�����������������������	�!�����
���������

�
���
�����,	�	!�
���

!�������� ,�� �� ���� �	� ������0��!� �������
�
�� �	��
� �� ����������� �0������ ���������� ��
�	!��

szerepet.  

��
������ �	� ���	�� �������	��
���� a IV tag nem hagyható el, mert a nyomásból származó 

�������������
�
��������	�� ���)	��������	��������
����������!�����	!�����
��
�!�������0������
�

el
�������
 ��"�������������������
�	!�������
����	�����
'���	��
��	�1����19�
���	�� ��� 

A nyomásból származ�������
��!����	�� 91�!�
�����
�
��������������	����� ����!�
��	� �  

vektorokat: a teljes A��������	��������
���
�
��������������	����	�����
��	�A felület egyes 

részein kiszámolt � ������������	����	���������
�����(��	������
�,�� �������)��  vektorok 

– miután −� ��  integrálása révén adódtak, és a �� ��!������ 
�
���������
����– befelé mu-


�
������������
��������������
����!��!���������������)�8.4.c. ábrán����!(�����
�����������

�������	��������
���	�������	��		���2�	�����3������� ���������A nagyságú felületrészre vo-

natkozó nyomás integrálokat (� �� ������
�����
'�
��
�

����������������
��	��������	�����ü-

��
�
(��!����	�������������������	����	��������!������,
!��������
������
����������!(m-

������������
����,	��	��������	��������
�����	��
�������	��������!���-megváltozás-vektort 

( � ) vet
�����������!��	����	�����	��!�
��!������ 
�
��	��������	��������
�����������
 	�����

az áramlási sebességgel. 

Vegyük fel a jobbra mutató x tengelyt, majd az egyes vektorok x-hez képesti irányítását fi-

gyelembe véve írjuk fel az impulzustételt: � � �= −� . Az I helyébe ρ � � �
� -t, P helyébe 

� � �
 − �� 7>� 
������� ���!�� �� ����	,�� ���

� 6� ����������� ����� ������
� �!��������� ������

� � � �
 +ρ� 	  helyettesítve ρ ρ� � � � � � � ��
�


 
= + −� 	 ��������
�����!�������	����í-

tés és a (8.13) összefüggés behelyettesítése után � ρ ρ� � � � � �� = � ����!��� ��!���� ��

���
����!��� 
����	�/� α = =� �� �  
 !, azaz a vízsugár keresztmetszete fele a Borda-féle 

�!����������	
��
�	�
�����9

������		��������
���������
����!���
����	����������������	����

nyílás esetén a α ≅ 
 " ��8!������������������,
�������!(�����,���
�������������������(	e-

lítjük az α = � értéket.  
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A Pelton-turbina 

Tekintsük a 8.5. ábrát, ahol egy Pelton-turbina váz-

lata látható. Az A1������	
��
�	�
���1������������,	-

sugár az u kerületi sebességgel forgó kanalakon vál-

toz
�
� !����
�� )� �������� �!����� ��!�
���� �� ���!��!��

irányhoz képest zárjon be ϑ  szöget. Vizsgáljuk meg, 

hogy melyik koordináta-rendszerben stacionárius az 

áramlás. Az álló koordináta-rendszerben nem, hiszen 

a la��
��� 
���	�
�
��� �������� ���
�	!�� �	� �������!�


����)	�����

�����������	��������	��� ���������!��
��!����! ��"
��lehet ezt fokozni, „még 

instacionáriusabb”) az áramlás. Ezért térjünk vissza az abszolút (álló) koordináta-

rendszerbe, ahol a lapátváltás periodikussága következtében az áramlás kvázistacionárius, 

�	�	��	��������!����������������	�������(	����
������(����!�����	�����)�������
!������ö-

	����
�����(	��,
�����

�	���
���	�

�	�
��
�	!�����!�������,	� ����
���
��,
������
�
�����r-

���
����������(��	��(
�����������������������������,	� ������"���8.5. ábra).  

6�
���		 ��������
 ��!�����
�
��������
!����
��������<!���is teljesítményhez tartozó u ke-

rületi sebességet! 

1��������(�������������	��������
�
+�.	!�����
��
���
�
�����
������������	��
��	�����	����e-

ket körülvesszük a felülettel, ahol pedig víz lép át a felületen, ott a sebesség irányára mer�?

legesen vesszük fel a	��������	��������
�
��@��!�
������"%�&&'�(��	�������
+�)	�9�!�
������	é-

rus, mert az áramlást stacionáriusnak tekintjük, a III ugyancsak, mert a víz súlya nem ját-

�	!���	�����
���������
!�����������91�!�
������!��	�� ���
!�	����	��������	��������
���"���,	�u-

���������!�'��������������������������	!�����������������������91�
���	�� ������
��	��l-

�����	�����ületen a súrlódás nem játszik szerepet.  

Ezek szerint csak az �  vektorokat kell felrajzolni (ld. 8.5. ábra) és keressük a turbinára ha-

tó � �����������
!�!����ú komponensét. Írjuk föl az x (kerületi) irányban az impulzustételt: 

− + = −� � �� �� � , ahol u indexszel jelöltük a kerületi irányt. 

� � � � � ��� �

�
� � �

�
�= =ρ ρ β# $%� , ahol β � ��  és a kerületi irány által bezárt szög. Miu-

tán a folytonosság tételé����ρ ρ� � � �� � � �=  írható:  

� � � � �� �= −ρ � � � �
� 	, 

ahol � ��� �= $%�β����!��������������������
�!���yú komponense.  

)� "%�&A'� (��	�������� �	� �����!� �(��
��	
�
����� ��	�
/� 
�� ������������ �	����	������ ��� ��

�0������	�� ������������	!�����
��
���
�
�����������������(	���
(������������"ρ � �� �) és a 

������

�����������
 	�����������������������������
�	������� � � �� �−� 	  szorzatával.  

 

8.5. ábra 

(8.15) 
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A v2u értékét a 8.5. ábrán� ��

�
��� ���!����� �,	� ����������
��	����������!�
�����	(�����

határozhatjuk meg. A � � �����
,����������
�	�����������!���������
 	�����������
��!�����

��!�
��������
�		�������	� �  kerületi (szállító) sebességet megkapjuk a �� ��!��������	��0
�

sebességet. Ennek kerületi irányú komponense � � ��� �= − ��&ϑ . Felírva gondolatban az 

együttforgó rend�	������������
����

�����(�(

���������
����(	����4���� ��!-egyenletet az 

!��
��!����! �� 
�������0��������������
�!� ���!�����
�����
����������������
t � �� �=  adó-

dik, miután a nyomás mindenütt állandó. Belátható, hogy a be����� ����
,�� ���������

� � �� �= − . 

Mindezeket behelyettesítve a (8.15) összefüggésbe rendezés után adódik:  

� � � � �� = − +ρ � � � �� 	� 	��&ϑ
 

)�������
!�������<!� ��
�β = °'
 -nál éri el. Vizsgáljuk meg, hogy milyen kerületi sebes-

ségnél maximális a Pelton turbina teljesítménye, amelyet az alábbi összefüggéssel fejezhe-

tünk ki (ϑ = °'
  esetén): 

      
� � � � � �= −� � � �ρ � 	

 .  .                  (8.17)    

B����������
�����,
������	�������
���
� ����������������	�	�����		��� ∂ ∂� �� -t és tegyük 

����������	�� ����/ 

∂
∂

ρ�

�
� � � � �= − − =� 
� � �� 	 , am!���� � �= � ��  adódik a maximális teljesítményhez 

tartozó kerületi sebességre. Ezt az eredményt visszahelyettesítve (8.17) összefüggésbe  

� � � ���� �= ρ � � �

� �
 

kifejezést kapjuk, azaz ebben az optimális esetben a Pelton-turbina a víz teljes mozgási 

energiáját hasznosítja.  

A s��������������	����� 

A 8.6. ábrán� ���� ����������� !�������� �������� ��� �������

egymástól t osztás távolságra végtelen sokszor ismét-

������	����������������	�����������

�
������������������

����������<�
����������α �  szöget bezáró �� hozzááram-

lási sebességet eltéríti: a ��  sebesség α �  szöget zár be 

�	� <� 
����������� )� ����
�������� 
�
������� �(��
��	!���

hogy � �� �� �= = � � . Határozzuk meg a szárnyrács egy 

(8.16) 

(8.18) 

 

8.6. ábra 
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��������� �������������������(� hosszúságú szakaszá���
�
���������!����
�� 9���
��
����	�

impulzustételt hívjuk segítsé�����������
�
����������� �
����������������	�����
�	� 

1����������������������	��������
�
��������������������	�����
��(������	!�������
�
������	�

���!�!��������������
�
�����	��������!������������������������������������
������	������r-

dinátával párhuzamosa���!������
��������
���
���	
����!���������������������
����")�
���z-


������	��������
��������������������'�)	��������	��������
���������������������
���(�.  

Ismét a (8.11) összefüggésben megadott impulzustételt alkalmazzuk stacionárius, súrló-

dásmentes áramlá���� ��� �!��������� ������ 
���� �� �0��������� �!������ �	������� �	��
� �	�

�������
�9��999����19�
������!��!���C��	��� �����������������������
 	���������	��������	���e-

����
���� �!�elé mutató � � ��� �� ������
�������������� ����� �������� 
�
�� �  vektorokat. Az 

áramvona��������������������
���
�������	
���
�������������

���������	��
������
 ���!���� ���

nyomásmeg��	����
���������������	!��������	��	���������
��	�������������	����	�������

kiejtik egymást. E felületeken nincsen folyadék átlépés, ezért ezeken � = 
 . 

Írjuk fel x és y irányban az impulzustételt! 

− + = − − − + = −� � � � � �� � � �� � � ) ) )� � � � � �  

Miután � � � ��� �= ρ  (tömegáram ×  sebesség) és � � � ��� �= ρ  valamint 

� � � �� � � �� � � �= = ,  � �* �� � ��� )− −  az alábbi összefüggések adódnak: 

� � � � � � � �� �= − + −� � � � � �� 	 � 	ρ α α$%� $%�
 

� � � � �) � ) )= −ρ � �� 

. 

)�"%�&D'�(��	�������������!��
�������������	�������������
��������
�
�����(��
��	
�����	é-

� ����	������
����
���4���� lli-egyenlet felhasználásával határozzuk meg a � �� �� �=  figye-

lembe vételével:  

� � � � � �
) )� � �

�

�

�

�

�

�

�

� �
− = − = −

ρ ρ
 � 
 � . 

Fentiek alapján a (8.19) összefüggés átalakítható:  

� � � � � �� ) ) ) )= − +
ρ
�

� � � �� 
 � 

 

A 8.20 és 8.21 kifejezésekben szerepel a Γ = −� � �) )� �� 
  kifejezés, ami az áramlási se-

��������������	��������
���!����	�����E�	��
��(�be mentén vett vonalintegrálja, a cirkuláció. 

")	� �������������� !����	����� ��
� ������	����	��� �� ��������� �����!�
�������� ������ �!��
!�

(8.19) 

(8.20) 

(8.21) 
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������
�'�9

���
�����������������������������	���������������
�
�������

����(������	i-

tívnak tekintett körüljárási irányt. Írjuk fel az �  vektor két komponensét! 

�
� �

� ��

) )

) �= −
+

=ρ ρΓ Γ� �

�
# , 

� � � �
� �

� ) �

) )= + = +
+�

��
�
��

� � � � �

�

�
ρΓ

 . 

Az 8.6 ábra és a (8.22) összefüggések alapján belátható, hogy a szárnyra ható � ���������?

leges a �∞  zavartalan áramlási sebesség vektorra (�∞  lenne a sebesség, ha a szárnyrács 

nem lenne az áramlásban). Felismerve, hogy a gyökjel alatti mennyiség a 8.6. ábrán �∞-nel 

jelölt „átlagos” sebesség abszolút értéke, írható: 

� � + �= ∞ρ Γ �
 , 

azaz ������������������������������ �������������!���
���"���"��������������	������

��������������#�	�����������$���������������������irkuláció szorzataként adódik. 

„Hígítsuk” minden határon túl a szárnyrácsot, azaz � → ∞ , miközben � �) )� � 
− →  úgy, 

hogy Γ = − =� � � ,

) )� �� 
  , azaz a szárnyrácsból egy egyedülálló szárny lesz, ami termé-

szetesen nem képes eltéríteni az egész áramló közeget, azaz � � �� �→ → ∞ . Egyedülálló 

szárny eset���	���	��������������	��������������������
��	�����%��������	���	�

���r-


�����&����������������������'��������!���
���"��������������	�����	���� 

� �= ∞ρ Γ
 

�������������������
���	�(��%)(		�-Zsukovszkij-tétel). 

Itt jegyezzük meg, hogy a szárny körül csak akkor alakul ki cirkuláció, ha az áramló közeg 

súrlódásos. Mindazonáltal az általunk is használt tárgyalásmód, amely a súrlódást csak a 

cirkuláció kialakulásáig veszi figyelembe, egyébként pedig súrlódásmentes közeg feltétele-

zésével vizsgálja az áramlást, a gyakorlatban is jól hasznosítható eredményekre vezetett. A 

szárnyrácsok vizsgálatának az áramlástechnikai gépek tervezésénél van gyakorlati jelent�?

sége, hiszen pl. egy radiális ventilátor járókerekében (ld. 6.6. ábra) bármely irányban is já-

� ����(������� ����
������
���������	��� !���
������������!�����0����(����������� ������zé-

sével juthatunk a 8.6. ábrán látható egyenes rácshoz.  

(8.22) 

(8.23) 

(8.24) 



9. A súrlódásos közegek és mozgásegyenletük 

Az 1. fejezetben bevezettük az ideális közeg fogalmát. Az ideális közeg a valóságossal el-

lentétben homogén, súrlódásmentes és összenyomhatatlan. Ebben és néhány további feje-

zetben feladjuk a súrlódásmentesség kritériumát: olyan áramlásokkal foglalkozunk, ame-

lyekben a súrlódásos közeg deformációjának hatására csúsztatófeszültségek és húzó-

feszültségek is ébrednek. 

9.1. A nemnewtoni közegek 

Az 1. fejezetben már foglalkoztunk����������	
���	���
	���������
�
�������
�������������a-

dék deformáció kapcsolatával, és megállapítottuk, hogy a csúsztatófeszültség a 

deformációsebességgel arányos:  

τ µ µ
γ

��
���

��

�

��
= = � 

Megállapítottuk továbbá, hogy az aláhúzott Newton-féle viszkozitási törvény a folyadékok 

nagy részére, az u.n. newtoni folyadékokra vonatkozik. Newtoni folyadékok a mérnöki 

���	����

������
�

����������������	�����	����������� ��������������	��Számos olyan fo-

lyadék van azonban, amelyeknél a csúsztatófeszültség nem egyenesen arányos a 

deformációsebességgel. Ezeket a folyadékokat nemnewtoni folyadékoknak nevezzük. 

A nemnewtoni közegekkel a reológia foglalkozik. 

Tekintsük a 9.1. ábrát����� ����!�����	����
����	��e-

gek reológiai görbéi láthatóak, amelyek a folyadékban 

	���
	����τ csúsztatófeszültség és a dγ/dt-vel jellemzett 

deformációsebesség kapcsolatát mutatják meg. Az 1 je-

������
��������"
�� �	�zegre vonatkozik, a 2� #����$e-

dig egy plasztikus folyadékra, amelynél egy meghatá-

rozott τ �  határ-csúsztató feszültség elérése után kezd a 

közeg folyamatosan deformálódni: 

τ τ µ
γ

= + ∞�

�

��
� 

ahol µ ∞ ���	�������#�
������ 
��������������������$����
 	����������	�	�����
���
�������!i-

����� 
��%����� ����	���
� �� #����!���� �!�����	� τ � � %�
������ 
�	���
	���� ������!����� �
���

kezd áramlani a közeg. Plasztikus közeg pl. az olajfesték és a fogpép.  

 

9.1. ábra 
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A 3 és 4�#�������
�	��������hatványfüggvény közegekre vonatkoznak, amelyeknél a csúsz-

tatófeszültség és a deformációsebesség közötti kapcsolatot egy hatványfüggvény írja le: 

τ γ= 	 � ��



�� � . 

n<1 esetén a 3� #���� ������ � � ���be a plasztikus közegekéhez hasonlít, ezért ez egy ún. 

pszeudoplasztikus közegre vonatkozik. Ezek a közegek általában hosszú láncú mole-

	���	�
�
��
��!����	��&�!���	���	�'������������� �(��������!�� ���
���������

�����	�-

déséhez nagy csúsztatófeszültség-v��
�����
��
�� 	��	���

�	 ��

�� 

Az n>1�%�
����	 
�������������	����4� #��������dilatáló�	�����	�	 ����
������������má-

� �#�%���� ���������	 �������
�
�������
����
��
�� 	������	��������!�� ���
��������%�!o-

���� ����	��� �����
�
�������
����
�  �������� )����� 	�zeg pl. az ásványi porokat tartalmazó 

zagy. 

Az 5�#�������
��tixotrop közegre vonatkozik. A tixotrop közegek fontos tulajdonsága, hogy 

������ � � ���
� 	� ���	������ ����� �� 	����� !�������� �����!�� �#�
���� )����� 	����� $��� ��

nyersolaj. 

9.2. A mozgásegyenlet 

Az á��������	
����
�������
�
�������������	��
�������
�
���������
��
���������
��sség 

������
���
�

����������	���	����������������	
�������������
���������	
�

���	�
���-



���	�
�
���
������	�������
���	����������	
����	����


����������	�	�������������

gondolatban elhatárolt folyadékrészt��*�#�	�������
����������
�
��������� �
�!��������a-

dékrészre: 

dv
dt

g F= +
 

A g � ��� ���
��� 
���������� ��	
���� +����� ��� �������� �


�!�����%�
�����,�����F �$�� ������������� �
�!�����o-

�����	�����������
���%�
�����	������#���(A 4.2. fejezet-

ben láttuk, hogy a súrlódás elhanyagolása esetén 

� 
����= − �

ρ
.) A súrlódásos közegekben a gondo-

latban elhatárolt folyadékrész felületén az arra me-

���
�
���
��������� �	����	��
��
��������� �
���
��
�

�
���
�
��� �� ��������� �
����� �������� ���	
������ �!	��
�	���������� ��� �� �
���
��
��

párhuzamos, csúsz�����
�	�����������	����	��
����������
�

�� A 9.2. ábrán egy elemi 

��%���������� 	��	��� !�
�
#�	� 
�� ��� -�  ������ ���	�
� ��� ����� ������
���eket. A τ ��  

(9.1) 

 

9.2. ábra 
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csúsztatófeszültségek és a σ ��  (az eddig tárgyalt nyomást is tartalmazó) húzó-

feszült���
��������

������	
�����	��������	������		�����
���
�

������
��������	�rma-

	����	�
�
��������������	�����������
�
���
���� 

*�#�	�������	 ��	��	����%�
���-� ���������������
��!�#�������	������	 ��	��	��ρ�� �� ��  tö-

megével, hogy az egységnyi tömegre ható F �����-�	�!$������
�	�$#�	� 

�
�� �� ��

� �� � �� �� � �� � �� ��

� �� � �� ��

� � � �� ��

�� ��

= + − + + −

+ + −

�

ρ
σ σ τ τ

τ τ

� � � � � � � ��

� � � � �
         (9.2) 

+���  ���-�	�	���

�������������	�����	��	������!�� ��
� #��� ���!������������

� ������
����

éb�������!���� 	�$�� ����������
���� �����
��.����	�

�����
��� 	���		������	����� ���-�
�

használtunk.)  

Tekintettel arra, hogy pl. σ σ
∂σ
∂x x

xx dx x
x

dx+ = +� � � � , a (9.2) összefüggés átalakítás után 

az alábbi alakra hozható: 

�
� � �

�
� �� ��= + +

�
��

�
	


�

ρ
∂σ
∂

∂τ

∂
∂τ
∂ . 

Jelöljük Φ -vel a feszültségtenzort, amelynek mátrixa:  

Φ =
�

�








�

�

�
�
�

σ τ τ
τ σ τ
τ τ σ

� �� ��

�� � ��

�� �� �

 . 

+/�0,� ��� +/�1,��������
���
��� ��
%�
���%��������������� � 
�!���� �������	���%�
�� F � ���� ��

feszültségtenzorból az  

� = ∇�

ρ
Φ

 

�����������������#��%�
��	 ���%��� ∇ = + +∂
∂

∂
∂

∂
∂�

�
�
�

�
	  a szokásos nabla (vektor) differen-

ciáloperátor.  

"�����������������
�����������	�������#�����	�������	
���������
�
��� (9.1) mozgás-

egyenlet tehát így írható: 

��

��

= + ∇�

ρ
Φ

 

(9.3) 

(9.4) 

(9.5) 

(9.6) 
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Figyelembe véve a folyadékrész gyorsulás tárgyalásánál tanultakat (4.2), a mozgásegyenlet 

x irányú komponens egyenlete az alábbi módon írható fel: 

 
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ρ

∂σ
∂

∂τ

∂
∂τ
∂

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�



� � �

�
�

�
�

�
�

�
�

� �� ��+ + + = + + +
�
��

�
	


�
. 

A (9.6) ill. (9.7) mozgásegyenleteket nem tudjuk használni mindaddig, amíg a feszültség-

����$�
����� ���� ����!�� ��	�����������	
���!���!�� �!��
�	����������	�	��������#�
��-

ságát, hogy a csúsztatófeszültség és a deformációsebesség között kapcsolat van. Így tehát le 

lehet vezetni a feszültségállapotot a mozgásállapotból és a (9.6) és (9.7) összefüggés jobb 

oldalára a σ és τ helyett a sebességkomponenseket tartalmazó kifejezéseket lehet írni. Ezál-


�������������
�	
�������� �!���
����	����!����� 	�� �������		��
%�
�� 

Szorítkozzunk newtoni közegekre, amelyeknél a csúsztatófeszültség a tapasztalatok 

szerint arányos a � ��γ �  deformációsebességgel. A kis folyadékrész mozgásának elemzé-

sénél (3.5. fejezet) megismertük, hogy a folyadékrész mozgását párhuzamos eltolódásra, 

forgásra, tágulásra és alakváltozásra lehet felbontani. Ezek közül az utolsó, az alakváltozás 

van kapcsolatban a feszültségállapottal.  

Tekintsük a 9.3. ábrát, ahol egy, az áramló közegben gon-

����

�����%�
����
����! �!���
��%���
���
%�
���2 ��gáljuk 

meg, hogy a γ� �����  ��� ���� �
 ����
������%����������� ���

%���
������!�� �#���	���
������
�������������$���	#�
������

sebességkomponensek hely szerinti változásától. A dx 

hos�������� ������ �
�  ��� ���

� �α szöget fordul el, mert a 

���$��
#� ��	��� ��������
�������	����
������
� ������

���

végpontok által megtett út különbsége: 
∂
∂

�

�
�� ��

�
. Az dα elfordulási szöget úgy kapjuk, 

hogy ezt elosztjuk dx-szel. Tekintettel arra, hogy � � �γ α β= +  írható: 

� � �
�

�
��

�

�
��

� �γ α β
∂
∂

∂
∂

= + = +
 . 

����������� � �����#�
����������������
��������������!�� ���
������
����� ��! 	� �� ��ko-

� 
������ !����������� �� �����!�� �
� ��� ����� τ �� � ��� ��� ������ !��������� τ ��  csúsztató-

feszültségeket kapjuk: 

τ µ
∂

∂
∂
∂

τ��

� �
��

�

�

�

�
= +

�
��

�
	


=
 . 

.���������	 ��#��%�
����
�

 ������
�
�������
����	�!$������ ��� 

(9.7) 

 

9.3. ábra 

(9.8) 

(9.9) 
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"� �
���
��
� �
���
�
�� σ� �
�	���������#�


�
�� ���� ���	���� �
���

�� ���	
�� �� ����

�
����
���
�������������	����������	�������������!	��
�	���������� A nyomást a tér P 

pontjában úgy tekint#�	��! �
�����3�	���$$��
��������������!
�������
�����������
���!���-

leges feszültségek átlagát r → 0 esetén:− = + +� � � �

�

�
σ σ σ� � . A σ húzófeszültségek a 

���!��
�����
������#���������#�	�
��
��!��� ��% ���������		���$�� 
����%����������

��
������

!�
�
�� ���
� ����!������� Az alakv����	��� 
�
���
�
��
�� ����
�����  �!�	�����
�	���-

���
�����
��
	���

��
���
��
��
���
�
��σ � húzófeszültségek is keletkeznek, azaz pl. a 

�������	
��� 	���
	���� σ húzófeszültség x irányú komponensére írható: σ σx xp= − + '  A 

defor!�� ��	���
	��
�
���	���
	���� ������
����	�meghatározása érdekében   tekintsük  a  

9.4.a. ábrát����%���������%���
�
����
%�
��	���������$����!������������������������          

 

 9.4.a. ábra                                       9.4.b. ábra 

egységnyi hosszúságú, négyzet alapú hasáb ∆� ⋅�� ������
�� �����ain ható τ csúsztató-

feszültségeket az átlóval kijelölt sík mentén ható σ� � húzófeszültség tartja egyensúlyban. A 

lapra me���������� �������� � %���������� %���
��� %�
�� ���	� ����������
� ���������

�
�

�
� �∆ ∆� �τ σ= � ����! 
���σ τ µ

γ
� �= =

�

��
 adódik. 

A 9.4.b. ábrán látható a hasáb deformálódása, amely az x irányú sebességkomponens x irá-

�������
������������
%�
��� ����������
���!�����������
� ������

����� . Ennek fele a �γ � �  

szögelfordulást meghatározó, az x tengellyel 45° -ot bezáró ���  szakasz x irányú vetülete. 

A ���  szakasz hossza tehát: 
∂
∂
�

�
� ��� ∆ ���! 
�����

� �

�
���γ ∂

∂�
= . Fentiek figyelembevéte-

lével írható: 

      σ µ γ µ
∂
∂1 2x

xd

dt

v

x
' = = .   Hasonlóan σ µ

∂
∂

σ µ
∂
∂1 12 2y

y
z

z
v

y
és

v

z
' '= =  . 

��+/�45,�	 ��#�����	������������
�
���!
���	��������

�	���� ��
����!�����������	����
�e-

����������	���
�����! �

�	���
	����%���������
����	��������	���!�����������
�sségkompo-

nensek adott koordináta irányú megváltozása között.  

Ha viszont ρ ≠ ���� esetén mindhárom koordináta irányban egyformán „tágul” a közeg, 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

�

�

�

�

�

�

� � �= = , akkor a folyadékrész növekszik, de nincsen alakváltozás (
�

��

γ
= �).  

(9.10) 



93 

 

Miután  

∂
∂

∂
∂

∂
∂

�

�

�

�

�

�
��� �� � �+ + =

 

valamennyi irányban azonos �
�!�� '
������(� ���
��� $���
∂
∂
�

�
��� �� = �

�
 . A húzófeszült-

����	�	���
	�����
�����!������������!�� �
�
�%�
���!���
∂
∂
�

�

� , hanem a 
∂
∂
�

�
��� �� − �

�
 ki-

fejezés értéke jellemzi. Ezért a deformáció miatti húzófeszültségre írható, 

σ µ
∂
∂�

��

�
�����= −�

��
�
	
�

�

�
, azaz a σ � �������

 �!�������#��%�
��	 � 

σ µ
∂
∂

µ�
��

�

�
����= − + −�

�

�  . 

A (9.9) és (9.12) összefüggések figyelembevételével az alábbi módon írható fel a sebesség-

komponensek deriváltjaival a feszültségtenzor mátrixa:  

Φ =

− + − +
�
��

�
	


+�
��

�
	


+
�
��

�
	


− + − +
�
��

�
	


+�
��

�
	
 +

�
��

�
	


− + −

�

�
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�
�

�

�
����

�
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∂
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 (9.13) 

Látható, hogy a feszültségtenzor szimmetrikus mátrixa a D deriválttenzor (3.28) és transz-

ponáltja segítségével az alábbi módon írható fel: 

Φ = − −�
��

�
	
 +� ���� � �

�

�

�
�µ µ

 , 

ahol E az egységtenzor, � � �
�

= +�

�

 � � az alakváltozási sebesség tenzor (ld. (3.15) ösz-

szefüggés). A (9.14) kifejezés szépen mutatja a feszültségek és a deformációsebesség lineá-

ris kapcsolatát, amely a newtoni folyadékok sajátossága. A (9.14) összefüggéshez hasonló 

����	���
������
�������
�

�	 ��#�����	�
���%�
������� ���	����
������!��"
�� ��������	�	�

esetén a deformációsebesség és a feszültségállapot között. 

Most már képezhetjük a Φ ∇  -t és fel tudjuk írni a mozgásegyenlet (9.6) kifejezését az 

egyes koordináták irányában. Az x irányú komponens egyenlet: 

(9.11) 

(9.12) 

(9.14) 
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Hasonlóképpen felírva a mozgásegyenlet legáltalánosabb alakját y és z koordináta irány-

ban, 3 egyenletet kapunk, amelyekben hat ismeretlen: � � � �� � �� � � � �ρ µ  szerepel. Negye-

dik egyenletként felírható a folytonosság tétele a (3.25) összefüggés alakjában. A ρ és µ 

megha
�������%��� ���	������ ����%�
�� 	�  �!���
����� ��6�%�!����	��
� 
�����
�����7
�� 	�

egyenletünk a s�������������!��������%�!����	��
�	�$�����
�
� ��#�� �	 ��$����������
������

+4�8,����
����������%�
�� 	��������
�$�� ��	�$�����
�
�
���!
���� ��	�� 
��������%�!�rséklet 

	���

����% ������%�
�� 	��������
��������� ��������
���!������
����� ����� �� +%�!����k-

let), a mozgási energia valamint a közeg által és a közegen végzett munka között teremt 

kapcsolatot. Elvileg tehát rendelkezésre áll az ismeretlenek számával mege������ ���!��

egyenletet tartalmazó legáltalánosabb egyenletrendszer, amelynek analitikus megoldása 

azonban csak korláto��

� ���!��� ��������� ���
�	
���  �!��
�� ��!�� 	��� !��������� $�� ��

 ������	����

���!�����!���%�
�������&���
�����������
�����
�����	�
�
���ünk. 

 

9.3. A Navier-Stokes-féle egyenlet 

Tételezzük fel, hogy µ = ���� és ρ = ���� azaz az áramló közeg dinamikai viszkozitása és 

�������
�����
��� Figyelembe véve, hogy ρ = ���� esetén a folytonosság (3.25) tétele ér-

telmében divv = 0, e feltételezéssel a (9.15) összefüggés jobb olda���� �����	�$��������ó-

#��
��������	 ��#�����������

 ����	���%��%�
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Miután az egyenlet jobb oldalán álló második tag a divv  x szerinti deriváltja, amely 

divv = 0 következtében zérus, �
���������	�����
��� �������� ��� ���	��	����� 
�
��
� ���é-

nyes mozgásegyenlet a Navier-Stokes-féle egyenlet, amelyet Navier 1827-ben, majd 

Stokes 1845-ben vezetett le: 

(9.15) 

(9.16) 



95 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ρ

∂
∂

ν
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂ ρ
∂
∂

ν
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ρ

∂
∂

ν

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�



�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�



�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�



�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

�
�

�
�

�
�

�
�

+ + + = − + + +
�
��

�
	


+ + + = − + + +
�
��

�
	


+ + + = − +

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

∂
∂

∂
∂

∂
∂

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �+ +
�
��

�
	


 

A négy ismeretlen (� � �� � �� �  és p) meghatározásához szükséges negyedik egyenlet a foly-

tonosság egyenlete, amely ρ = ���� esetén a  

∂
∂

∂
∂

∂
∂

�

�

�

�

�

�

� � �+ + = �
 

alakban írható fel.  

Vektoriális írásmódban a Navier-Stokes-féle egyenlet: 

� �

��

�

�

���

�
� �!� � 
 
���� �= + − × = − +

∂
∂ ρ

ν
�

�

� ∆
 

Látható, hogy a Navier-Stokes-egyenlet a jobb oldal utolsó tagjával a ν ∆ �  taggal külön-

bözik a súrlódásmentes esetre levezetett Euler-�������

��� +���� +1�41,������������,������r-

������%�
���
�	 ��#����
��
��������$��� ∆ v  felbontható: ∆v graddivv rotrotv= − . Miután 

divv = 0 írható: 

� �

��

 
��� � �!� �!� �= − −�

ρ
ν

 . 

A (9.20) egyenlet jól mutatja az áramlás örvényessége és a súrlódás közötti kapcsolatot. Po-

tenciálos áramlás rotv = 0� �����
�������������������������!�������
���������������	�� ����

szerepe, a Navier-Stokes-egyenlet az Euler-egyenletbe megy át. 

(9.17) 

(9.18) 

(9.19) 

(9.20) 
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9.4. Alkalmazások 

Couette-áramlás 

Tekintsük a 9.5. ábrán� ��
%�
���� #���� ��
�����!�������s-

sal jellemzett ún. Couette-áramlást, amely hasonlít a szi-

lárd fal mellett a valóságban kialakuló áramlásra. Legyen 

ρ = ����, és µ = ����, az áramlás pedig legyen stacionárius 

síkáramlás (ld. 3.4.fejezet). Ennél az áramlásnál 

� � � �� � �= =� �� �. Következéskép 
∂
∂

∂
∂

�

�

�

�

� �= = �. 

Mivel divv = 0, a (9.13) feszültségtenzor az alábbi alakban írható fel: 

Φ =
�
�


�
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=
−

−

�
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�

, 

azaz a tananyag legelején tárgyalt, Newton-féle viszkozitási törvény adódott a τ �� -re. 

 Határozzuk meg a  Φ ∇ -t! 
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6�	 �
���	������9������%����� ����
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�-������ ������

komponens egyenletét! 
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Miután a folyadékrészek gyorsulása és a sebesség x irány mentén képzett deriváltjainak ér-


�	�����������!���� 	��������

���
∂
∂
�

�
= �  eredményre jutunk, azaz a párhuzamos egyenes 

���!������	��� !����������� ��!� ���
�� 	� �� ���!��� +���� !��� &����-egyenlet természetes 

koordináta-��������
��,�����������������

���$�� ����
∂
∂

µ
∂
∂

�

�

�

�

�=
�

�
 eredmény adódik.  

 

9.5. ábra 

(9.21) 
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Ha a sebességmegoszlás lineáris (ld. 9.5. ábra�;�#�������
�,���		����z áramlásban elképzelt 

%���
����	��	 ���������	���������������������$#�����<�"
���� ��	�� 
�� �
�������+4�=,���
�l-

mében ugyanakkora, de ellentétes irányítású csúsztatófeszültség alakul ki, amely kiegyen-

súlyozza egymást. Ezért az áramlás fenntartásához nincs szükség nyomáskülönbségre. 

Ugyan������� 	��������!������	�$�

�!������������

��� ���! ���� ��  y szerinti második 

deriváltja lineáris sebességmegoszlás esetén zérus és a folyadékrészek nem gyorsulnak.  

.������
�����!�������������� #�������
���	� ������!�����kkor a második derivált negatív, 

�����-� ����
������		�������!������
���
��
%�
�������������!�����&

���������

�������n-

 ����	 ��%���
���������$#���	 ��

�τ keletkezik, mint az alsón, ezért a csúsztatófeszültségek 

�����#�� -x irányít���� ���� ������ �! 
� �� ���!��	����
���
��� ����!���� �����	� 	���� ������ú-

lyoznia. 

$���
�����%���
�
�&��������� ���

 

Tekintsük a 9.6. ábrát���!��������	���	�����
!�
���
��������������
��������	 ���	��
��%�n-

gerszimmetrikus áramlást mutat be. (Azt az áramlást nevezzük kialakult áramlásnak, 

amely
�������
�����!���������������%������!��
�����!����
�� 	����� � = � , 
∂
∂
� �
�

= � .) 

 

9.6. ábra 

2�����	����������������
�����������	�����
� 	����������������%����������%�����
�������#�	�

������������%�
�����	�����������
��6�	 �
�

���������%ogy e folyadékhenger nem gyorsul, a rá 

ha
�� ���	��	� 	 � 	���� ������������ �	� ���!��
�� �� %�������� ��� ���$-� ��� ������$#��� �����

nyomá��	� 	����
����
��� ����!���� ���� ��� �� $����
��� 	���
	����� �����
�
�������
���
���

����!���� ���� %�
�� 2����	� ���� �� �� 	���� ��
�� 
���elyt és pozitív irányításának 

figyelembevé
���������#�	�����������	�����������
� 

� � � � �� � ��� � � �π π π τ− + + =� �
. 

Behelyettesítés és egyszerüsítés után � τ �� � ��= ����� 	���! 
�����<�"
��-féle viszkozitá-

si törvényt felhasználva: 

τ µ= =�

�
�
��

��

��

��

�

 

(9.22) 

(9.23) 
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adódik. A (9.23) differenciálegyenletet a változók szétválasztásával oldjuk meg, figyelembe 

������%����	 ���	��
�������!���
����$>��?����� 

��
��

��
� �� �

��

��
� ���� �= ⇒ = +�� �

�

�

"

�

µ µ
�
 

Ha r=@����������������������
������vz = 0. Ezt a peremfeltételt a (9.24) összefüggésbe be-

helyettesítve megkapjuk az integrálási állandót, majd �� -t kifejezve a 

�
��

��
# �� = − −�

"

� �

µ  

összefüggést kapjuk. A sebességmegoszlás tehát másodfokú forgási paraboloid alakú (ld. 

9.6. ábra). Látható, hogy akkor egyezik meg az áramlás iránya a z tengely pozitív irányítá-

sával, (azaz vz > 0), ha 
dp
dz

< 0, azaz – a várakozásnak megfele�����–������!�������	�����

	���� ��
�	�  �����
��� ���		���� +A��!����  �����
��� ���		���� ���!��
��� ����!a��� ����

!����
#����	�����
�������������		������!
���,�2������	�
����∆p Pa'  súrlódási veszteség 

�����!�
�� �! �  

� �� ���������	���
	��
�
���
�	���
	���� ���!�����	kenés. (Ké��

���
� ��

fogalmat kiterjesztjük a Bernoulli összeg csökkenésére.) A fentiek alapján írható: 

dp
dz

p
l

= − ∆ '
, ahol l m � ��� �� ���%������ �!������ �� ��������� 	���
keztében a ∆p' nyomás-

csökkenés bekövetkezett. Ezzel a (9.23)-mal megadott csúsztatófeszültség és a (9.25) se-

bességmegoszlás így írható: 

τ = −
∆�
�
� $%
�
�

�  

�
�

�
# �� = −

∆ �

"

� �

µ  . 

A 9.6. ábrában felrajzoltuk a τ és a sebesség sugár menti változását. Látható, hogy a τ nega-


�������
�����
���
�	�������������������
������� 

A maximális sebesség r = 0-nál adódik: �
� #

�
�&��

�
=

∆ �

"µ
. A (3.34) összefüggés kapcso-

latot teremtett a forgási paraboloid alakú sebességmegoszlás esetén a maximális sebesség és 

a v  átlagsebesség között. Másodfokú paraboloid (n=2) esetén �
� �= &��

�
. Így írható: 

�
�

�
#= �

'

�∆ �

µ
 

(9.24) 

(9.25) 

(9.26) 

(9.27) 
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ill. a nyomásveszteséget kifejezve: 

∆�
� �

#
�=

'

�

µ
. 

�� �����
�
�������
���� �� +/�=:,� �����������
��� �� ������� τ (��

� #

�
= −

∆ �

�
 értéket vesz fel. 

B������� ���� 	�� %�� ���������� 
�����	� ��� ���!���
� �	���������� �����
�
�������
���
���

származó � # � (��π τ ��������������!���
�����
��
������!��
�������!����# �� π ∆ � ������sz-

szegét zérussal (mivel nem gyorsul a közeg) és kifejezzük a τ (��  értékét. 

(9.28) 



10. Lamináris és turbulens áramlások,  

határrétegek 

Ebben a fejezetben a valóságos (súrlódásos) közegek sajátosságaival foglalkozunk. Az itt 

tanult, többnyire kvalitatív ismeretek segítségünkre lesznek abban, hogy gyakorlati áram-

lástani jelenségeket értelmezni tudjunk, közelebb kerülve ezáltal megoldásukhoz. 

10.1. A Reynolds-féle kísérlet, lamináris és turbulens  

áramlások 

���������	�
���

�
�����

�
�	�
����������
�
����������
�������������������10.1. ábrán 

�	��
����

�	��������
�	�����
������������������	

���������������������������� 

 

10.1. ábra 

���������������������������	��� �������
�����!�!����
����������������������
dék (pl. kék 

����
"���������������#
�
�����
������������������� �
�������������
�����	���������������
�����

����������� �$���������!��!�����������
��	��	�������������%�������������"�&�����
�����tben 

lamináris (= réteges) áramlásról beszélhetünk, amelyben az egymás mellett áramló fo-

lyadékrétegek anyaga csak a molekuláris diffúzióval keveredik egymással. A sebesség-

���������	
�����
���������������������
�����������������
��
�
��	�������
��������i-

öm�����������
�����
������������
����������� 

Növelve a folyadék �����������
��������� ����
�����	�� ��������������
�

	�	�� �
�
���
��
t-

$'�� %���� �!������ ���" � 
��� 
� ��������� �!������������ ���
�� ��
��
���� ���� � ������� 
��

áramlás teljes egészére kiterjed és állandósul ez a megzavart áramlási állapot (ld. alsó kép). 

Még nagy����������������
��������	

�����!�������������� ����	������������ ����	��
���s-

�������$�����������
�����
��������	

�����!��������&��
��
�
���
�
��
�����������$
 ������
��

áramlás���� �������
��� �������
�� 	
����������� 
�������
� 
���

����
�����
� �
� ���, 

ame��� 
� ����������������� 
� ���$��� �����
��������������� ������
��� #
� 
� ��!���� ����
���-

mennyiség id�ben nem is változik, az áramlási tér pontjaiban a sebesség iránya és nagysága 

������� ���� �!����
���� �!
��� ���
�����(�az áramlás kvázistacionárius. Megvizsgálva az 

áramlás struktúráját megállapíthatjuk, hogy abban kisebb nagyobb örvények keletkeznek, 

���
�

����������	
����������

����������������������������������. Az áramlási tér egy 

adott pont$	�
��
��������������
����
���	�
�
������	��'�	��	��
�
�� ����!��!�����
�������
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intenzitású örvényekkel magyarázható. Ezt az örvényekre szétbomló, igen bonyolult 

áramlást turbulens áramlásnak nevezzük.  

�������������
������ ������
����	

��	���
���	
�������'
�'��������
���	�
�
�'�	�
�������'-

�	�� 
� �� 	��
������������ � �
���� a 
� � ρ

µ
� ����������
�� �����
�� �
�������� ��� ���� � 
�������

Reynolds-��	��
���������� ����
������������������
��
������
����'��(� 

�� =
� � ρ

µ . 

#
�
������������	��
��
��	

��	��
���������� ��
�

	��
���
�������� �
���
�
�lamináris-tur-

bulens átalakulás �� ≅ ����  körül megy v������ #
� �������� �
�

��������� �������� 
��

áramlást, ennél lényegesen nagyobb Reynolds-szám értékek mellett is lamináris maradhat 


��	

��	� �������������������	
����������
�

	�

����
���
�	����
��������������
��	�
�a-

kulás (átcsapás). 

��� �������� 	��
��
���ekre vonatkozóan stacionárius turbulens áramlásban a �  sebesség-

vektor úgy írható fel, mint az �������������
���

��  

�
�

� �	

�

= �


�
 

és a sebességingadozás ��  összege:  

� � �= + �
. 

%��)*�+�	��
���	�������

�
���
�
�$
����������������
���
������

�
����
���
�
������ örvény 

a tér egy pontján áthalad.) 

��������
�����'�
���	���������
����������������������	��
�	

��
�
��( 

�
�

� �	

�

� �= =�

�

�

 

A turbulens áramlásban a nyomás is ingadozik: � � �= + �.  

A turbulencia mértékének jellemzésére a turbulenciafokot használjuk, amely a sebesség-

ingadozások 	��
������
���������������$
�
����������	��
������������( 

(10.1) 

(10.2) 

(10.3) 
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�

�

�

� � �

�

� � �
= =

+ +�
� � �� ��
� � �

 

 

��� ��!����������������������������"�
����
�������� 

�����������$�������������������%,�-."�����	���������������
��	��
������
�����������������	��

esetén érvényes (9.17) ill. (9.19) Navier-Stokes-egyenlet helyesen írja le a newtoni közegek 

áramlását – függetlenül attól, hogy az áramlás lamináris vagy turbulens. A turbulens áram-

�	���� �����������'��� ��
'���
	$
 � �������������
�������� ����� ������ �
�	�'��-e olyan mód-

szereket, amelyekkel ezek az áramlások teljes bonyolultságukban számíthatók lennének. 

&��
���������������������
����������	��
���

����
����������	������������� 

/�����������������'��
�����
����
�
���0�1������
���
�����ρ=áll. Írjuk fel a Navier-Stokes-

egyenlet x irányú komponens egyenletét (ld. (9.17) összefüggés) úgy, hogy a bal oldalhoz 

adjunk hozzá � ����� = �-t: 
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 � � 
 � �
�  

Helyettesítsük be a (10.3) alapján felírható � � �� � �
= + �  stb. kifejezéseket a (10.6) egyen-

����� � ��� ���� �!������� ��������� 
� ��������� �������� ���
�	�
�� �������� 	��
�	� � 
��� ��g-

egye����
���������
������������	��
�	�
��!������������������!�����������%�����������	��
����


�%-2�3"�!��������������������������������	�$'�����
����������������������������������	s-

�
��$��!�$���"����������
�����������
����
��
�������������'���
���

��'�
�$'�����
����$árást: 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

�

	

�

	

�

	

�

	

� � � �= + =
�

 , 

(10.4) 

(10.5) 

(10.6) 
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������
��!����������$������	�������
�$
���
'��������������	��
���	��'��
�����������
������n-

tegrálást jelent (ld. (10.2) összefüggés), az integrálás és a differenciálás sorrendje pedig fel-

���
��������&��
�� 

∂
∂

∂
∂

�

	

�

	

� �� �
= = � . 

A 
∂
∂
v

t
x � �
����� ��
'� � �
� 
�� �������� 	��
���������� �����
��� ����

�
���� ���������������

�������	��
����������������	��
�����������	�����
�������
��'
�'�����	

��	���������
������é-

�����������
���������
���
��������$'���&����������
������������
����	��	��
�����
�������
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tól el��
��� 

Írható továbbá: 
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∂

∂
∂
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∂

∂
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x

v

x
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x
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x
x x x x x� � 
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 �2 2 2

2= + +
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= + + +

� � � �
 , 

ahol a jobb oldal második és h

�
�����
�$
���
'� �����������������������	��
����	��
���bes-

ségkomponenssel – konstanssal – szorozva szerepelnek az ingadozó sebességkomponensek 

��������	��
�
�� 

∂
∂

∂
∂

∂
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�
= +

�
, 

 ahol a jobb oldal második tagja zérus. 
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�

�

� � �= +
�

, 

ahol a jobb oldal második tagja ismét zérus. 
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A fentiek alapján a (10.6) összefüggés az alábbi alakban írható: 

∂
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x x x y x z
x

x x x

x x y x z

+ + + = − + + +
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�
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−

− − −

2 2

2

2

2

2

2

2

1
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 � � 
 � �' ' ' ' '
.

 

A bal oldal második, harmadik és negyedik tagjában elvégezve a deriválást, megkapjuk a 

� ����� = � tagot, amit elhagyunk. Ha tehát egy turbulens, kvázistacionárius áramlásra 

írjuk fel a Navier-Stokes-egyenl��������� ��������
���

��- és nyomásátlagokra egy tel-

jesen hasonló egyenletet kapunk, csak az egyenlet jobb oldalán a sebességingadozások 

����
�����������������������"�
���

�����������������������
����������������������������

tartalmazó tagok jelennek meg. 

Vizsgáljuk meg az impulzustétel segítségével ezeknek a tagoknak 

a jelentését! Tekintsük a 10.2. ábrát �
��������������������������n-

�
�����������dA  vektorral jellemzett felületeleme látható. A vektor 

talppontjában ebben a pillanatban a sebességingadozás v', amely 

normá��������
�����
	���������������
��%� �� �� 	� � ) bontható fel. 

Le�����
����������	��
���������� �  stacionárius. Felírva az impul�'��������
��������������-

tolások alapján beláthatóan az alábbi kifejezés adódik: 

� � �� � �� � �� � � ��

� � � �

ρ ρ ρ� � � �= − + − � �
. 

A jobb oldal utolsó tagja fejezi ki a sebességingadozás hatását. Figyelembe véve, hogy 

� � �� 	� � �= +  és a � ��	� = � ill. � �� � �� � ��� � �� � �= = , írható: 

− = − −� � �v v dA v v dA v v dA
A

n n

A
t n

A

' ' ' ' ' 'ρ ρ ρ . 

��$�������
�������������
	��
��������
����
��������
������
���
�������� ����
��
�%-2�4"�!sz-

szefüggés az alábbiak szerint írható fel: 

 
v v dA p v dA g dV v v dA

A

n

A V

t n
A

ρ ρ ρ ρ� � � �= − + �
�
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�
��

�
�� + −' ' '2 
 �

 

A kvázistacionár��
����
��
������#����
�����
��������������
��������������������������

��������"���������
�����
�������
�����������
���

����������
�������
����������������

tag. &������
��
���
� �
���������
��������
�����������������������
	��'�� �látszólagos nyo-

másnövekedés és látszólagos csúsztatófeszültség tagoknak nevezzük. A  

(10.7) 

 

10.2. ábra 

(10.8) 

(10.9) 
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� �
�l = ρ ��� 


 

�����
�"����
�$��
���

����������
��������������������������%����
�
��������
��� 

τ ρl = − � �	 �� �
 �
 

pedig a látszólagos csúsztatófeszültség. (A kifejezésekben az "„"”index jelzi, hogy látszó-

lagos ������������
����
������"�������������
�
�$	���������
$���
�%-2�5"����������$�������a-

lán a látszólagos húzófeszültség és a látszólagos csúsztatófeszültségek x komponensének 

hely szerinti deriváltjait: 

−

�
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�
�

− − = + +
�
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�
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∂

∂
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∂
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 � 
 �
l l l  . 

Ha hasonlóképpen átalakítjuk a másik két komponensegyenletet, akkor rájövünk, hogy a 

jobboldal egyenletenként három utolsó tagja egy Φ
l
 látszólagos feszültségtenzor és a ∇  

���
�
�
 �
�
��
���	����
����	
�'��	

��	�

�
����������	��
����
������
������	����������%����

(9.6) összefüggés) így írható: 
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A (10.10) és (10.11) összefüggéssel megadott feszültségeket és a Φ
l
 látszólagos feszült-

ségtenzor elemeit Reynolds-feszültségeknek nevezzük. A Reynolds-feszültségek beveze-

tése igen hasznos volt a turbulencia hatásának megértése és a turbulens áramlások köze�����

számítása szempontjából egyaránt. Az instacionárius Navier-Stokes-egyenlet ugyanis he-

lyesen írja le a legbonyolultabb turbulens áramlásokat is.�6�	���	�'��������
��
����
��

reménytelen teljes komplexitásukban, ezért megelégszünk a sebesség és a nyomás ��������

átlagainak meghatározásával. Ez úgy történik, hogy felírjuk �������������������������t-

kozó Navier-Stokes-egyenletet és kiegészítjük azt a sebességingadozások hatását kife-

����� ��������, amelyek a látszólagos (az instacionárius turbulens áramlásban valóságban 

����������"�����	��!��������%�������������������-növekedés) és a látszólagos csúsztatófe-

szültség komponensek (a Reynolds-feszültségek) hely szerinti deriváltjai. A turbulens in-

(10.10) 

(10.11) 

(10.12) 

(10.13) 
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gadozásokból adódó látszólagos feszültségek a folyadékrész átlagsebességgel számolt 

deformációjából adódó feszültségeknél általában egy-két nagyságrenddel nagyobbak, 

ezért fontos lenne viszonylag pontos számításuk. A Reynolds-feszültségek bevezetése a 

turbulens áramlások számításával kapcsolatos problémákat nem oldotta meg teljesen, mert 

még ma sem ismeretes olyan univerzális összefüggés, amely általánosságban leírná az 

egyes Reynolds-feszültségeket, azaz megoldhatóvá tenné a turbulens áramlásokat leíró 

egyenlet
������
���6�	������������������ �
�����������!���������	���	����������������7e-

lenleg az áramlástani kutatások egyik legfontosabb területe ezeknek a feszültségeknek a 

����
�	
��	�
 ����
	�
��&��
������	��
��������������	�
����
���
����������
���%����
����
ót 

méréstechnika), amelyekkel a turbulens ingadozások meghatározhatók.  

10.3. Határrétegek, keveredési úthossz, univerzális faltörvény 

����
�!������
�
����������'��
��	��	�	�
�%����
�
���������$������"����������������������
��

számítási eljárások kidolgozás	� � 
���������� ������'��� �'
�'����� 	

��	���� $��������� $��

közelítéssel meghatározhatók. A teljes áramlási tér leírása pl. egy szárny körül 

megoldhatat�
�� ����������� $��������� 
� ��	���������� ���$�������� ������� 8

����� ������

áramlástan professzor évszázadunk��������������
��
�	�������������	��������(��
���������	
��

testet teszünk az áramlásba, falán a sebesség (a tapadás törvénye értelmében) zérus, a 

sebesség a fal közelében, attól távolodva rohamosan növekszik. Ebben a rétegben a 

súrlódásnak nagy szerepe van�� �� ����	
�� �������� �	���� ������ 
� ��
���	�� ���
��
����
����

Tehát ha a súrlódás hatása szempontjából vizsgáljuk a teret, az két részre osztható 

(ld.10.3. ábra):  
− egy fal melletti viszonylag vékony rétegre, az ún. 

határrétegre, ahol a sebesség a fal közvetlen köze-

�������������
�����
����������������"���������������-

���
�
���

������� � ���
����
� ��
���	��
���!���� ��e-

repe van, 

− a faltól távolabbi áramlási térre, ahol a súrló-

dás hatása elhanyagolható (azaz jó közelítéssel érvé-

nyes az Euler-egyenlet). 

Hasonlóképpen osztanánk fel a teret két részre az áramló közegbe helyezett felmelegített 
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���������$��������������������
���������
�	

����
�����
��
��������li térre oszthat-

$'� �
����
�����
���������	��
����
��������$����9���$������������ ����������
��
��������a-

�����������������
�"�"��������
�������
������
�������
��
����������������������
��l-

 

10.3. ábra 
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zuscsere %
��
������!����������� �
��
���
�	�	

����
��'�������
���
észek fékezik a távolabbi 

gyorsabb folyadékrészeket) gyakorlatilag ugyanannak a mechanizmusnak az eredmé-

nye: a molekuláris méretekben a molekulák ütközése, turbulens áramlások esetén 

ezen kívül az örvények egymásrahatása, keveredése okozza a fenti jelenségeket. 

A határréteg és azon kívüli áramlás felosztását indokolhatjuk a Navier-Stokes-egyenlet 

(9.20) alakban felírt változata alapján. Belátható, hogy a fal közelében az áramlás örvé-

nyessége ( ��	�  � ���� !���������������� 
� �'
�'�����	�
�0"� �
��� ��� 
� ����� �������������

���
�
�� �	������ � ���	�� 
� ��
���	�� �
�	�	�� ����$���� ν ��	 ��	 �  értéke viszonylag nagy. Ha 

���������� � �����
� ����� �!
���� 	

��	����'���� ��
���� �
���!
����������� 	

��	����� ��	r-

mazik (pl. repü����p-��	
���������" �
���
�
��	

��	���	
������
�	

��������������������t-

jában a ν ��	 ��	 �  értéke zérus. 

���
�	

�����$����������
�:
���
-Stokes-egyenlet segítségével számolhatjuk, ahol az alábbi 

feltételezésekkel szoktunk élni (ld.10.3. ábra): 

− a határrétegáramlás síkáramlás (�
�

� = =� ��
∂
∂
� �

),  

− � �� �<< ,  

− 
∂
∂

∂
∂

� � � �
x y

<< , 

− az áramlás stacionárius, 

− 
���
�
���
�	�	�������������������
��$'k. 

Lamináris áramlás esetén a határréteg sajátosságai a Navier-Stokes-egyenlet (9.17) alak-

jából származtatott síkáramlásra vonatkozó alábbi egyenletrendszer (pl. numerikus) megol-

dásával határozható meg: 

�
�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�
� � �

�

�

�

� � �

∂
∂

∂
∂ ρ

∂
∂

ν
∂
∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂ ρ
∂
∂

ν
∂

∂

∂

∂
∂
∂

+ = − + +
�
��

�
�	

≅

+

≅

= − +

≅

+
�

�
��

�

�
		

≅ ≅

⇒ ≅




� �




�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

 

A (10.14) összefüggés több tagjánál ≅ � -val jelöltük, hogy azokat a feltevéseinknek megfe-

�������
��!�����
���������������
��
����'������	������������������
��
������ ������a ha-

tárrétegen belül a nyomás az adott x metszetben a határrétegen kívüli nyomással egye-

(10.14) 
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zik meg jó közelítéssel. A határrétegen kívül viszont a súrlódás elhanyagolható, ezért az 

Euler-������������
����
���
�
��(� 

− =


ρ
∂
∂
�

�
�
��

�� , 

ahol V [m/s] a határrétegen kívüli áramlási sebesség. 

;��������������� 
� %-2�-."� !������������ 
� %-2�-<"� ������ ������������ ����
�$'�� 
�� ����ha-

tárréteg-egyenletet � 
����� 
�� 	��
���� ��
����� ������� �
������� ���tinuitás egyenlettel 

�������
����$
�
���
�����������������	�����

��	���������
����	���������-rendszert, amely a pe-

remfeltételek ismeretében (pl. numerikusan) megoldható: 

�
�

�
�

�

�
�
��

��

�

�

�

�

�

�

�
�

�
� �

� �

∂
∂

∂
∂

ν
∂
∂

∂
∂

∂

∂

+ = +

+ =

�

�

��
 

Turbulens határrétegek számítására elvileg rendelkezésre áll az instacionárius tagot tar-

talmazó Navier-Stokes egyenlet. Ezt azonban – mint említettük – még nem tudjuk megol-

da���
�������'��� ����
����	
�'��	

����
���&��
��
����������	��
���

�����
��:
���
-Stokes-

�����������
��
��
��'��
�����������$�������
�	�����$����� �
�����sségingadozások hatását 

����$���� �	�����
���� ������
��������������� ��������������������� �� �'
�'����� �
�	

�������

számítására szolgáló egyenletet a már megismert elhanyagolások (ld. 10.14) alkalmazásával 

kapjuk oly módon, hogy a lamináris határrétegekre kapott (10.16) egyenlet jobb oldalát a  

+ 


ρ
∂τ

∂
��

�

l
 

�
��
�������$����%&�����
�����������������
��'
�'�����	

��	�������	�����	
��
�	�
���
	��
�

��������	�����������������������������	��
��������������$����������"����'
�'��������
���á-

�����
�	�	������������������ τ ��l látszólagos csúsztatófeszültség számítására többféle mo-

dell létezik. Ezek közül az igen szemléletes, klasszikus Prandtl-féle keveredési úthossz mo-

dellt fogjuk megismerni.  

Prandtl a gázok µ viszkozitását okozó molekuláris impulzus-

csere analógiáját (ld. 1.fejezet) alkalmazta a turbulens határ-

rétegekre, ahol nem molekulák, hanem kisebb-nagyobb mé-


��������
���
����� �!
�������������
��
����!��!�������s-

����� ����
���
��������!�!����&��������
���
������	��
����o-

zott impulzuscsere a látszólagos viszkozitás okozója. Tekint-

(10.15) 

(10.16) 

 

10.4. ábra 
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sük a 10.4. ábrát, ahol egy turbulens határréteg � �� � �  sebességmegoszlása látható. Bejelöl-

tük a határréteg δ  vastagságát is, amelynél a ��  megegyezik a határrétegen kívüli V sebes-

������� %���������
����
������ �����,,=-ra megközelíti azt). Berajzoltunk egy kis „folyadék-

����
���>�%��������!
�����" �
�����
����	

��	����
	��

���
���������l  [m] ún. keveredési 

úthosszat képes megtenni v’y ingadozási sebességgel (ld. (10.3)).  

A látszólagos csúsztatófeszültségre vonatkozóan írható (ld. (10.11) és (10.13) össze-

függések): 

τ ρ�� � �� �l = − � �  

Amikor a „folyadékcsomag” l ��	����	��
��������'����� �
��
$	�$	��������
������������
é-

tegbe kerül, ahol � ��  sebességingadozást okoz. Az ingadozás abszolút értéke függ a sebes-

����
�������
���������������
�����
����������������( 

�
�

�
�

�� ≅ l
∂
∂ . 

?�����'��	������������	����
�
�$	���!����������
�
��( 

� �� �� �≅
. 

Tekintsük a 10.4. ábrát. Megál�
����
�$'� ���������
	���
���!������ ��  sebességek esetén 

� �� �� � < �, mert ha � �� > �, azaz a „folyadékcsomag” felfelé mozdul el, akkor � �� < �, miu-

tán sebessége kisebb a helyi sebességnél. Hasonlóan ha � �� < �, akkor � �� > �. Ennek alap-

ján írható: 

τ τ ρ
∂
∂

∂
∂

µ
∂
∂

= = =��
� �

	
��

�

�

�

�

�
l l�

. 

A (10.19) összefüggés akkor is helyesen fejezi ki a τ����$���� ��
��������������!������
�

sebességmegoszlás. A µ 	 �
��������������������
��@
��
�$�����������������	�>�
�
����á-

jára bevezetett „turbulens viszkozitás”, �
������
�
��������
�����������������
�����

�-

ga��"�������
�������
��
������
��������&��' 

µ ρ
∂
∂	

��

�
= l�

. 

A látszólagos csúsztatófeszültség (10.19) kifejezése alkalmazható a turbulens határrétegek 

számításánál. 

���
��
��'��8

��������	����!��������!��������( 

(10.17) 

(10.18) 

(10.19) 

(10.20) 
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− A fal közvetlen közelében a fal jelenléte miatt a keveredési úthossz zérus, távolabb a 

fal hatása egyre kevésbé érvényesül, ezért l ����� 

− 1������
�����
��������������������!���������������	
�������������
�����
�(�l ≅ κ � .  

− ���
���!�������������
��������
�������
�������������$���������������	�����
���)�����z-

���� ���� �!�������� � ����� τ τ�� � ≅ � � 
�
�� 
� ������
������������� �!��������� 	��
���� ���

��������τ � �� ���−  �
��
������
��������fali csúsztatófeszültséggel. 

− A határréteg falhoz közeli részén 
∂
∂
�

�

� > �. 

A fenti feltevésekkel (10.19) átalakítható: 

τ ρκ
∂
∂

τ
ρ

κ
∂
∂�

� �

�

�=
�
��

�
�	

⇒ =�
�

�
�

�

�

� � . 

Bevezetve az 

�

�

 = �
��

�
��

τ
ρ
�  ún. súrlódási sebesség fogalmát és szétválasztva a fenti dif-

ferenciálegyenletet írható: 

��




��

�

�

 
= 


κ
� �
�����������
	�	��'�	��
�����(�

�



� !���	�

 
�� �= +


κ
 

Alakítsuk át az egyenlet jobb oldalát: 

�




� 
 

!���	�

 

  

�� �� �= − +
 


κ ν κ ν
 

A határréteg egy adott metszetében 
  állandó, ezért a fenti egyenlet két utólsó tagja egy K 

konstansba fogható össze: 

�




� 

!�

 

 

��= +


κ ν . 

A (10.21) összefüggést univerzális (logaritmikus) faltörvénynek nevezzük, amely állan-

dóira κ = � "�  és ! = # adódott a�����
����������&��
��������
����������	��
��
���'
�
��ö-

������������������������!���������������������������
���
$
����
��'
�'������
�	

��������
l-

hoz közeli rétegében a sebességmegoszlást.  

Turbulens határrétegeknél a fal jelenléte megakadályozza a közvet���� �!�������� ����� 
é-

�������
��!
������������������� ��
�

���
��������
	��������	�	���A�������
��������
����z-

kozi�	�������	� �
��
���!���������!�������������
�������viszkózus (vagy gyakran lamináris) 

(10.21) 
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alaprétegnek nevezzük. E rétegben Newton viszkozitási törvénye (1.2) értelmében 

τ τ µ
∂
∂

= =�

�

�

�  , azaz µ ρ ν=  figyelembe vételével: 

�

�

� � = ν
∂
∂

 adódik. A differenciál-

egyenletet szétválasztva: 
��






���

 

 

=
ν

 összefüggést kapjuk. 

Integrálás után adódik: 
�



�



$�

 

 

= +
ν

. Ha � ��= =� �, ezért $ = �. 

Mindezekkel a fal melletti viszkózus alaprétegben a sebességmegoszlást a  

  
�




� 
�

 

 

=
ν

 

összefüggés írja le. Tekintsük a 10.5. ábrát, ahol a dimen-

ziótlan faltávolság 
� 
 

ν
 függvényében vittük fel a 

�




�

 
 

dimenziótlan sebességet.  

A fél-logaritmikus diagramban a kis faltávolságoknál ér-

vényes, a (10.22) összefüggéssel leírt lineáris sebesség-

megoszlás egy görbét ad, amely 
� 
 

ν
≅ 
� és 30 között átmegy a (10.21) logaritmikus fal-

törvényt leíró egyenesbe. 
� 
 

ν
> ���  értékeknél a sebességmegoszlás eltér az egye��������

Látható tehát, hogy a viszkózus alapréteg vastagsága 
� 
 

ν
≅ 
� alapján számolható, az 

univerzális faltörvény érvényességi tartománya pedig �� ���≤ ≤
� 
 

ν
. A határ
�����������


�������!
����������������������	�����
	�	

����!��!�������
��'���
����������
��'��!sz-

szefüggések szolgálnak.  

 

 

10.5. ábra 

(10.22) 



 112 

10.6. ábra 

A 10.6. ábra����!��!��� �
� 
+ =

 

ν
��
����������'�
�$
�
��	

��	�� $��������������
� oldali 

képen (y+ =3�5"� 
��������'�� 
�
�
����
�� $�������� 	

���� � 
��!������� %y+ =101) kiala-

kult turbulens áramlás látható. A jobb oldali kép (y+ =407) a logaritmikus faltörvény érvé-

nyességi határán kívüli rendezett áramlást mutatja, amelyet csak helyenként zavar meg a 

turbulens zónából származó nagy örvény. 

Annak érdekében, hogy érzékeljük a határréteg méreteit, a sebességnövekedés rohamos-

ságát, számítsuk ki egy % ��= 
�� �	���
�$�������
����������
��
������������
�
�'������z-

kózus alapréteg vastagságát és az univerzális faltörvény érvényességi tartományát. (A szá-

���	�� ��
	�� ��������� �
���	�������	��� ���
��
�� ���!����������� � 
������� ��
��������� �	r-

��
�� 
� $�������� &������ ������!��!��������� �	
�$����� ��������"� �� ������� ������� 	

����(�

ρ = 
 �
�

�
&�

�
, ν = ⋅ −
# 
� '

��

�
, átlagsebessége legyen �

�

�
= 
# . (A Reynolds-szám értéke 

�� = =
� %

ν

�#, a λ ������
���	������������λ = � �
()� �"�&������������������1��������ágú 

�������������������������%
�%-B�,"�!����������������	����
��"� ∆��  nyomásveszteség és a 

�����
���������������
�
�	��
�τ � ��
���������
����������������
��1��������	�������
���������é-

nek szorzatával kiszámítható a fali csúsztatófeszültség értéke: τ
ρ λ

�

�

)
� '= =

�
��� . 

Ezekkel a súrlódási sebesség értékére 
 � � � *= � (
  adódik. A viszkózus alapréteg vas-

tagságára 
� 
 

ν
= 
� értékhez � �� �� -t kapunk. A viszkózus alapréteg határán a sebesség a 

%-2�33"�!�������������� ��	����
�5�-��C�� Az univerzális faltörvény (10.21) összefüggése 

� ��= −� ' ' �� �  intervallumban érvényes. Ezen intervallum szélén, a faltól 6.3 mm távol-

ságban a sebesség 13.7 m/s.  

 

 



 113 

A fenti számításból néhány érdekes következtetés vonható le: 

− A fali csúsztatófeszültség viszonylag kicsiny�%2 D�8
" �
�������������	��
�������������

számolt ρ ��

�
 dinamikus nyomás 0,0044 szerese 

− A viszkózus alapréteg igen vékony ��
��
��	�
�
������'�

	�
��2 <=-a, de e rétegben 

az áramlási sebesség igen meredeken növekszik, a vékony réteg határán eléri az átlag-

sebesség csaknem felét. 

− ���'����
�	���� �
��!
����� �
����������� 
� �����
������������ ��������
������ 
����
�� %
�

sugár 12%-ára) terjed ki, de az érvényességi tartomány határán a sebesség csaknem 

�����������
��	��
������������ �
�
��
��
�����
�������������!�!�������������!��������

$��������
�����
��������'��
�
�
���������������$	����������� 

 

Tekintsük a 10.7. ábrát, ahol a sugár függvényében jelleg-

re helyesen vittük fel lamináris és turbulens áramlás ese-

����
������
������������
�
�'������������������	���
�����

a csúsztatófeszültség megoszlását. Lamináris esetre, ami-

kor a sebességmegoszlás másodfokú forgás-paraboloid a 

9.6. ábrában már bemutattuk ezeket a megoszlásokat. A 

csúsztatófeszültség sugármenti változásának jellege füg-

getlen attól, hogy az áramlás lamináris vagy turbulens. Tételezzük fel, hogy a τ0  fali csúsz-

tatófe��������� �
����� 
�� 	�
	����� �
���	
��� ��� �'
�'����� ���	

��	�� ������� '��
nakkora. 

H���
���
��

	��
���
����������������	����
�
�$	�
�����!��!������E�����������
	����

sebesség sugár menti változásának rohamossága és a csúsztatófeszültség közötti kapcsolatot 

lamináris esetben (és a viszkózus alapréteg esetén) a (9.23) összefüggés adja meg: 

τ µ
∂
∂

=
�

�

� , turbulens áramlásra pedig a (10.19) értelmében a τ µ
∂
∂

= 	
��

�
 kifejezés, ahol µ 	  

a turbulens viszkozitás (ld.(10.20) összefüggés).  

A fal mellett a lamináris áramlásban ill. a turbulens áramlás viszkózus alaprétegében nagy 

rohamos�	��
�����
����������
��
������	volodva, hiszen csak így jöhet létre az (1.2) össze-

függés alapján viszonylag kis viszkozitás mellett nagy csúsztatófeszültség. A faltól beljebb 

ha�
��
�
� ���������������	���� $������� ���$���������
�� ������1
���	
��� �������� ���	��

� ���

viszonylag rohamos
�� ��� 
� ��������� 
� �
����� �	������
� %@�������>� 
� ���������������	�"��

Turbulens esetben viszont a sebességmegoszlás „ellaposodik”, azaz azonos τ  csúsztató-

feszültséghez a sebességprofil sokkal kisebb meredeksége tartozik. Ez azt mutatja, hogy a 

µ 	  turbulens viszkozitás sokkal (ténylegesen egy-két nagyságrenddel) nagyobb, mint az 

anyag��� �����
��� µ � ����
����� ��
�������
��!� ��������
����
��
� ����"�� ��������� �����
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részein az áramlás olyan sajátosságokat mutat, mintha egy lényegesen nagyobb (és a 

hely függvényében változó) viszkozitású közeg áramolna.  

���
�	

�������	

��	�� �
	�����	����	�	

� �����
����	

��	����
�
�'�	�	

����
�����
���é-

hány megjegyzést teszünk: 

− Ha az áramlásba egy szilárd testet helyezünk, akkor annak áramlással szembefordított 

felületén torlópont alakul ki. A torlóponttól kiindulóan lamináris határréteg kelet-

kezik – függetlenül attól, hogy a test körüli áramlás lamináris vagy turbulens. A torló-

ponttól távolodva a lamináris határréteg egy átmeneti zóna mögött általában turbu-

lenssé válik. Amint láttuk, a turbulens határréteg „alján” viszkózus alapréteg van. A 

turbulens határréteg kialakulásának távolsága az áramlási se��������� �
��!���������o-

���	�	��� �
�������	

��	���'
�'�����
���	��� �
����������
�������������������������
���á-

ris-�'
�'����� 	�
�
�'�	��� ����������$��� 
�� 	

��	�� ����
�

	�	�
� � ���� 
� ���������� 
��

áram�	�

���
����������������������'�
��
��%�'
�'�����
�enerátorral).  

− A határrétegben áramló közeg mennyisége az áramlás irányában folyamatosan 

�� �����������
���!����!���
���
��
����������	��
�����
�����	
���
����������
�	�
��A ha-

��������� ��
���
���� �
� ��� –� ���
��� ����
��"� ��amlások kivételével – az áramlás 

irányában. 

− 1���
����������!�������	������
�������������������	

�����!�������
�����
���!�csön-

�
�	�
��!������������
����������$�����
��
�����
�	

�����
�
�'���������
�	

�����
�����F

������� bemutatott módon vastagszik és meghatározott feltételek fennállása esetén 

�'
�'��������	�����A��!�����
��
�	

�����������
����������
��!�����������
��
�
�� �
á-

��	���� �!
���� �!������ 
� ���� ��������� ���� � 
� �������	����
�� ����������� ������ 	

��	��

(amelyet a s�
���	���
�	�
 �
�
��
��
�	

��������������
����"�����������
����������
�

mentén állan��
�� ���� �� ��!�������� �	������
� '��
���� ���
�� �
������ 
� �����
����-

metszet azon része, ahol az áramlási sebesség a súrlódás következtében lecsökkent, 

ugyanakkor a folytono��	�� ������� ��
��� 
�� 	��
���������� ���� �	�����
�� 
� ���� �����
�

mentén. Tovább távo����
�
���!��������
��
�	

��������
��
�������������� ����
��������

adott távolságon belül kialakul az a lamináris vagy turbulens áramkép, amely az egye-

nes és állandó keresztmet������ ���� �����
� ������� ���	��� �	
� ���� �	�������� &��� 
��

áramképet kialakult laminá��
� ����� ��������
� 	
����
��
���� nevezzük és azt a 

��������
� � 
����
�� �������� �
�� 
� ��
�
�'��� ���	

��	�� ���
�$!������� kezdeti cs�(

hossznak (� �& "��������� �
�������������	���
��!��������������������
(� 
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 − lamináris áramlás esetén: 
�

�

& = � �'� �� , 

 − turbulens áramlás esetén: 
�

�

& = " " 
 '� �� * . 

A Re (Reynolds szám) definícióját a (10.1) összefüggésben adtuk meg. 



11. A határrétegek sajátosságai, hatásuk 

����������������	�
�����
�
����������
����������a szilárd fal melletti áramlásban a súrló-

�������������	
����
����
��������	�������������
������	���		����
��
������
�����	�����l-

��	� ����	� 
��
����� ����� ������
������ ����	 !� ������
���� ���� "� ������
������� �� ��rló-

dásnak nagy szerepe van, azon kívül a súrlódás hatása általában elhanyagolható. Eb-

ben a fejezetben a határrétegek legfontosabb hatásait tárgyaljuk.  

11.1. A határréteg „kiszorít” 

�����������������������������	�
������������������������
l-

tal a fal közelében adott térfogatáram kisebb átlagsebes-

séggel vastagabb sávban áramlik át. A határréteg létrejötte 

tehát a határrétegen kívüli áramlást mintegy „kiszorítja”, 

olyan hatást gyakorol rá, mintha a test „kövérebb” lenne. 

A 11.1. ábrán egy határréteg sebességmegoszlása látható. 

A határréteg vastagsága δ. Jelöljük δ�-gyel az ún. kiszorí-

tási vastagságot, amelynek értéke megmutatja a zavartalan áramlás határréteg miatti „el-

mozdításának” mértékét. A δ� értékét abból a megfontolásból kiindulva határozzuk meg, 

hogy a fal és a határréteg széle között a határréteg	�
�
�
������ ��������
����������
�����

tesszük azzal a térfogatárammal, amely a határrétegen kívüli V sebességgel a (δ δ− �) vas-

tagságú rétegen áramlana át. Tehát δ�-gyel vékonyabb rétegben áramlana át ugyanannyi 

súrlódásmentes közeg. 

δ δ δ
δ δ

− = ⇒ = −� ��

�

�

�

� � � �� � �� � � � ��� � , 

���	�������������
����������
�� 

δ
δ

�

�

�= −
�
��

�
�	� �

�
���

. 

Csak a nagyságrend érzékeltetésére: egy személygépkocsi hátsó részén a határréteg vastag-

sága néhányszor tíz mm, a kiszorítási vastagság pedig ennek kereken tizede, néhány mm. 

##�$��"�������
����������
��������������������� ��	� 

������������������������
���������
������
������������������
����������
�������������������

�������
�������� ��������� ��!������������� 	������	�	���
�����
�����
�
������ 		��������is 
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átadódhat����
�����
������������������������
���
����������
��"������!�����-������- és az 

anyagátadás mechanizmusa igen hasonló, különösen turbulens határrétegekben a viszkózus 

���!������
� ���#��� ����� ��� ���	���� 
������	������������������
� ����������„folyadékcso-

�����%��
��
�������	�	������ ������������� �
���������	����	��������&�����
��� Egy 

„folya���������$������������	����������������	��������������������������
��
��
���� ��é-

tegbe elmozdulva e rétegben impulzus-����- és koncentráció-változást okoz. Ezért a határré-

����� ��������������� �������
��
��
���-határréteg vastagsága turbulens esetben nem sokkal 

különbözik egymástól. Láttuk azonban, hogy a turbulens impulzustranszportra („veze-

�
���%!���		�����µ �  örvényviszkozitás egy-két nagyságrenddel nagyobb a µ-nél, ugyan-

�����������	�����������
�� 		��� ���� �� �����-két nagyságrenddel intenzívebb a moleku-

	�� ����	���������	��	��	� �
������������
��
	�
��� ���� ���	, amelyek a lamináris határré-

tegben dominálnak. 

11.3. A határrétegben csúsztatófeszültségek keletkeznek 

Tekintettel arra, hogy a határrétegben változik a legrohamosabban a sebesség, itt a leg-

nagyobb a deformációsebesség, ezért itt kell a legnagyobb csúsztatófeszültségekkel számol-

nunk. A csúsztatófeszültségek nagyságrendjére������������τ �  fali csúsztatófeszültség, ame-

lyet a 	 
�  helyi ���	���� ��
�������	 szoktunk jellemezni:  

 	

�

� =

τ
ρ

�

�

�

, 

azaz a helyi fali csúsztatófeszültséget a határrétegen 

kívüli sebességgel számított dinamikus nyomáshoz 

viszonyítjuk. A 11.2. ábrán egy síklap esetén látható 

	 
�  a Reynolds-szám függvényében, amelynél az L 

jellem����������������
������������� �����!�
����
�����

szembe���������� 
"�	���!��������������
����
�"������-

log diagramon látható a lamináris és a turbulens határrétegre vonatkozó két egyenes, azaz a 

	 
� -Re kapcsolatot hatványfüggvények írják le. A legfontosabb tanulság, ami a diagramból 

levonható az, hogy a fali csúsztatófeszültségek igen kicsik, 	 
�  a  néhány ezred, azaz a τ �  

�� ��
������� 
���
�� 
��

�� ��������"� %�� ��
������ ������ ��
������ számításunknál 

τ � � 
= � ��  értéket kaptunk, amelyhez 	 
� �≅ � ����  tartozik.) A csúsztatófeszültségek kis 

�������	��� ����� �� ������ ���������etésre juthatunk, hogy a súrlódás kis szerepet játszik pl. 

������������������������!�
��
	���������
����
������� τ � -lal megszorozva az autó teljes fe-

lü��������
����������
��

��&��������!�
�"�'�����		�
�������������	�

#
���������
��-
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lat, ha a szokásos 	 
�  értékeket összehasonlítjuk pl. egy, az áramlásba helyezett test felüle-

��
�����������
���
�������������	� ��������
������jellem�������������� 

	
� �

�
� =

− �

�

�

ρ  

��
���
���
�������(��
������������%	���� = �) a torlópontban veszi fel, legkisebb értéke 

szokásos körülmények között 	���� = −� körüli. A 	�  értékek tehát szokásosan 2-3 nagy-

ságrenddel haladják meg a 	 
�  értékeket, azaz ugyanilyen arányban nagyobbak a nyo-

másból sz��������������'�������������	��
�����	���������������
	��(
� ����'������-

tó�����	��
��������
������	�����
�����������������������	����������� ��������������-

réteg leválását okozzák %��"��������������������)��
�����	��	��	�&������������	�����tják 

az áramké&���������������	�������������������	����
������������������������. A súrló-

�
�����!��������
������
��
����
	�
�����	�
������������
������
�����
�����!������
�������

nyomásmegoszlás megváltozásán keresztül, és nem közvetlenül érvényesül, pl. egy áram-

lásba�������������������������������
����	�
" 

11.3. ábra 

A 11.3. ábra�!�"�����
����
�����!
�����������
��������
���������������
�
���	�	����������


������������	�"������
�
���	�	����	�
���
���
��������������
���
������������������ezik 

azzal a nyomással, amit egy���� ���
�
���	�	��������������������
��������������������������-

színén mérnénk. 

(11.3) 
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11.4. A határréteg leválik 

A 11.4. ábrán egy klasszikus kísérlet eredményét vázoljuk. A bal oldalon egy síkáram-

�
�	�
����
����
�����	������������������
���������������!����ására kialakuló ún. torlópont-

áramlást látunk. Ha a torlópontba������������
���
�����
�����
�����������������	�������é-

kony szilárd lapot helyezünk a falhoz, az áramkép váratlan drámai változását figyelhetjük 

meg: ld. jobb oldali ábra. Mi okozhatta a szilárd falon a visszaáramlás kialakulását? 

 

11.4. ábra 

A fal fölötti áramkép részletei a 11.5.a. ábrán láthatók: 

 

11.5. ábra 

�������!�
�
����
�����������������������������������nyomásnövekedéssel szemben áram-

lik és a nyomástér hatására lassul. A falhoz közel l
��� ��	���
��
������� ���'���� ��
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nyomásnövekedés, hanem a falsúrlódás is lassítja. Ezért áramlás irányban rohamosan 

las���
�����������
��������������
������	�
��������������������"�*�����+����������$��#l-

���
����
��
�����!�����!���������������
�����
�	�
�����ani a határrétegben áramló folya-

dékrészeket, akkor azok megállnak és a nyomáskülönbség hatására a fal mellett vissza-

áramló folyadékrészek a határrétegben áramló közeget elválasztják a faltól és az áramlási 

tér belsejébe terelik: a határréteg leválik. (ld. 11.5.a. ábra) 

A határréteg leválásnak tehát két szükséges feltétele van: 

− fal közelsége, 

− ����	��� ����������
������������� 

A 11.5.b./ és c./ábra a határrétegben láthatóvá tett áramlást mutatja be két esetben. A b./ 

áramkép áramlás irányában '�
��������������� tartozik, azaz az áramlás gyorsul. Ebben 

az esetben a határréteg vékony marad (esetleg vékonyodik, és a turbulens határréteg lami-

nárissá válhat.) A c./ esetben áramlás irányában �����������, amelyhez a határréteg vasta-

godása, majd leválása tartozik. A képen jól látható, hogy a határréteg láthatóvá tett közeg-

részei „leválnak” a falról, és az áramlási tér belseje felé áramlanak. 

Tekintsük a 11.6. ábrát, ahol egy síkáramlásba helyezett 

henger körüli áramképet vázoltuk: az ábra alsó felén a súr-

lódásmentes áramlás esetén érvényes áramképet, felül pe-

dig a határréteg leválás folyamatát. Súrlódásmentes közeg 

ese�
�� ���� ���� ���� �� ��������, a sebesség- és 

nyomásmeg����
�����#�����������
�������������������"����

áramvona���� ���	#����	��� %��"� �� ������������ ������

��-vona�������	#����	���%��"���������������������

��-rendszerben felírt Euler-egyenlet (4.27) 

normális irányú komponens egyenlete) is látható, hogy a közeg a henger áramlással szem-

	�
���� ���������

� ������
�� 
���
�� ��ányában gyorsulva áramlik. Itt tehát akkor sincs 

leválási veszély, ha az áramló közeg súrlódásos. A henger hátsó részén azonban a fal mel-

������ ������������ 
������� 
���
�� ��

�
	�
� 
����lnak és súrlódásos közeg esetén a 

11.5.a./ábrán is látható módon határréteg leválás következik be. A leválás miatt módosul az 

áramkép és könnyen beláthatóan a lassuló áramlás kezdete és így a leválás helye is az óra-

mutató járásával ellentétesen mozdul el a henger felületén. Egyensúlyi állapot alakul ki, 

ahol a leválás helye kb. ��° -�������#���������
t�����+�����$�
���
�����"�%,�����
�����!�– 

���
����������		��
�
���������–������������������
�������������������
�������������

������

határréteg lamináris.) A henger körüli áramképet mutatja be a 11.7. ábra bal oldali része. A 

képen a henger két oldalán felváltva, periodikusan leúszó örvények (Kármán-féle örvény-

sor) egyikének keletkezése látható. E jelenséggel a 14. fejezetben foglalkozunk részletesen. 

Az ábra jobb olda�

� �
����������
���� ���#����
� �����
���
���
����
���������!!�
����zög 
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függvényében: az A görbe a súrlódásmentes esetre, a B görbe pedig az általunk tárgyalt 
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11.7. ábra 

��
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�����#������
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�
�������
����
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�����
���!��
��������� 

− � ����
���
����������
����
��������
�����
�������� �
��� ��

��������������
�����-

jének végpontjában a sebesség � �∞ �� ������ �� 
���
���
����� ������� %�� .��
�����-

����
���	����
������
)��–3 

− ahol az áramlás gyorsul, ott a valóságos, súrlódásos közeg áramképe általában 

csak kissé tér el az ideálisétól�� ���� �� 
���
��������
���� 
����������� ����
��-

ságából látható; 

− �� ������
���� 	���	���� �� ���	����������� ����	������ �
&���� �	�&������ megvál-

toztatta az áramképet, ami a henger hátsó részére vonatkozó nyomásmegoszlások kü-

��
	�������	����
�����/ 

− a leválás hatására kialakuló térben, amelyet leválási buboréknak is nevezünk, a 

������� ����	 ���	�����
��	���leg állandó. 

− a nyomásmegoszlás a leválás következtében nagy mértékben aszimmetrikussá vált, 

����������
������
����
������������������" 
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0�������� !������
�� �����
����� ���� ��� 
����
��� ����

diffúzorban, amely egy, az áramlás irányában nö-

vek��� ���������������� '������� (ld. 11.8. ábra) Le-

���
������������������
���
��"�1 ����
���
��������ben 

����������
��
������������
�����
��
���������������n-


����������������
�
����������#����
���
�növekedés. 

A Bernoulli-egyenlet alkalmazásával:  

� � � �
�������� � �

�

�

�

�
− = −� � 
 �ρ

 

 

Valóságban a diffúzor fala közelében a nyomásnövekedéssel szemben áramló folya-

dékrészek a súrlódás következtében még rohamosabban lassulnak mint a faltól távoliak, a 

határréteg gyorsan vastagodik, esetleg leválás következik be. Emiatt a � 
�	��������met-

szetben nem egyenletes a sebességmegoszlás (amit a (11.4) összefüggés felírásánál feltet-

tünk), a fal közelében vagy visszaáramlás (ld. 11.9. ábra), vagy jobb esetben is kiterjedt, ki-

��		� ��	��������� ������������� ��
�� ��
"��� ���� ���� ����!��� �����
� !����� �� ���� ���� �e-

resztmetszet viszonyából számolható ��  átlagsebességnél nagyobb a nyomás szempontjá-

ból mértékadó sebesség, azaz a � �
����� �−� �  valóságos nyomásnövekedés nem éri el a súr-

���
���
����
����
�������
���
��������"������� �������ödését az η��

  diffúzor hatásfokkal 

szoktuk jellemezni: 

η��


����

��

� �

� �
=

−

−
� �

� �

� �
� � . 

11.9. ábra 

 

 

11.8. ábra 

(11.4) 

 

(11.5) 
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�� ���
������� ����
��� ���
�
��� ����� ����
���� 
�����!� �
����
��� !�"� ���� 
���� 
��
�������

��
�
�������������
�������������������
���������
���������������-könyökben stb.  

A határréteg l��
�
�����������	�
�����������
"�*����
������
�������
�
����������
����
�2� 

− �������������������– inkább csak kuriózumként – a fal mozgatása együtt az áramlás-

sal.  

− Gyakorlati szempontból fontos módszer a nyomásnövekedés rohamosságának (ezál-

tal a határrétegben áramló közeg lassításának) csökkentése (pl. a diffúzor kúpszö-

��
������������
�
��
��
������
���������
�����������������	#����������

���
���������

a karosszéria éleinek lekerekítése, a hátsó rész fokozatos „összehúzása” stb.) 

− 3��
		������������a falhoz közel áramló közegrészek sebességének növelése: 

 •  a lelassult közegrészek eltávolításával: határréteg-elszívás, 

 •  a közegrészek gyorsításával��
������	��������������������
��befúvása a fal mel-

lett, 

 •  a határrétegen belüli impulzuscsere növelésével: a lamináris határréteg turbu-

lenssé tételével ill. a turbulencia növelésével. 

Itt térünk vissza a 11.6. ábrán��
������
�����!�������"�-���������	����"�*������
���������k-

felületén lamináris határréteg alakul ki, viszonylag kis nyomásnövekedés már a határréteg 

leválását eredményezi. Ha a Reynolds-szám növelésével, vagy az áramlás megzavarásával 

tur	���
���������#�������
��������������		�
����	���
���nagyságrendekkel nagyobb tur-

bu	���� �&�	���'������	������������ ������		�����������
�����	����
��
�����������������

ha����
������� 	
��� ��	���
��
����� ������� 	������� �
&����� nyomásnövekedés ellené-

ben áramolni"�,���#�����������11.6. ábrán�������-���������	�	����
�����������������
�
���é-

nyegesen hátrább következik be, emiatt a leválási buborék sokkal kisebb, és a henger hátsó 

�����
��� ���
�
���	�	����	�
������
���
���������
����bb, mint lamináris határréteg ese-

tén. A ha�
������	�
� 	����������� ����

���-���	���
�� 
�������
�� �� ��
������ ����� ���� ��r-

madára csökkenését eredményezi. 
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A 11.10. ábra egy ívelt felületen kialakuló, láthatóvá tett lamináris és turbulens határréteget 

mutat be. Amíg a lam���������	���
	���
�������
��������������������	��	������	������������

addig a turbulens határréteg jó darabig képes nyomásgradienssel szemben áramolni, és csak 

azután válik le. 

11.10. ábra 

11.5. A határréteg szekunder áramlást okoz 

Ha fel akarjuk keverni a cukrot a teában, akkor a kanál mozgatásával egy 

����������������	���������
	������������������������������	����������
	�-

geihez a cukrot, ha az általunk létrehozott áramlásban körpályán mo-

zognak a folyadékrészek? Vizsgáljuk meg a nyomás változását a sugár 

mentén. Alkalmazzuk a természetes koordináta-rendszerben felírt Euler-

egyen��	� 
������ ��������� ���� !� ���������� �� ����	
	�� ���� � �� 	
�����

elhanyagolása esetén a 
�

�

�

�

� �=
ρ

∂
∂

� �������� "���	#� ����� $� ��������� �
��� ����������� ���

áram�������� �����"	���� ���� ����!���� ��%���������������� ��������� ���� �� � ����� �� ���	��

össze�&��
�������	��	#�������
'�
�	��agasabb a folyadékfelszín a pohár szélén, mint közé-

pen.) A nyomásmegoszlást a pohárban forgó, és a pohár alja által le nem fékezett folyadék 

sebességmegoszlása határozza meg. A pohár alsó részéhez közel azonban egy határréteg 

������� ���� ���� ���� �� ������
���� �������������	� ������������� �
��� ��� �dékrészeké. A 

lassabban forgó folyadékrészek kisebb nyomáskülönbséget hoznak létre, mint ami a pohár-

ban kialakul, azaz a pohár alján a határrétegben egy spirálishoz hasonló, befelé irányuló 

áramlás indul meg (ami a tealaveleket tapasztalataink szerint középre, a cukrot pedig a tea 

fel��� �
	������� ������� �(��11.11. ábra). A pohár alja közelében a tengely irányában befelé 

áramló közeg pótlására a fal mellett lefelé áramlás, középen pedig felfelé áramlás indul 

meg, amely hozzáadódik a körkö���� )��áramláshoz” (ld. 11.11. ábra). Ezt a domináns 

áramlásra szuperponáló áramlást szekunder áramlásnak nevezzük. A határréteg léte az 

ismertetett példához hasonló okokból szekunder áram���	����������*��"��������� ���� #ka-

nyarban. Ez utóbbi esetben a homorú partról a domború felé irányuló szekunder áramlás 

hordja át a földet a homorú partról a szemköztire aminek következménye a folyókanyarok 

öblösödése. 

 

 

11.11. ábra 



12. Az áramlások hasonlósága 

A 9. és 10. fejezetben foglalkoztunk a Navier-Stokes-egyenlettel és megállapítottuk, hogy 

az – különösen turbulens áramlás esetén – igen nehéz, általában lehetetlen megoldani. 

Ugyan������ �� ������i feladatok megkövetelik, hogy meghatározott kérdésekre választ 

ad	
���� 
� ����������������������� ���������� �������� �� �������� ���������� �������������

fontos eszköze a kísérlet, amelyet technikai és költségkimélési okokból is gyakran az 

eredeti berendezés kismintáján hajtunk végre. Így pl. ha meg kell határozni egy hajó 

�����	������������ ������������������������������ ���	���������������������������������������

mére��������� �������� ����� ���� ������������ ����� ��������� ��� � ���������� �����

kismintakísérletek jöhetnek szóba.  

!��� �������������������� ����� ������ ���� ��������� ��� ���������� ���������� �������������

át��������������������� ��������������������!���������������������� �
����������� kisminta és 

a nagy kivitel körüli áramlás hasonló. Vizsáljuk meg az áramlások hasonlóságának 

feltételeit összenyomhatatlan közegek esetén. 

A 12.1. ábrán egy hajó és kismintája látható. Az 

����������	���������������������������������������a-

vartalan sebesség v0 és v0m ill. a hajó és a modell 

hossza l 0 és l 0m�� 
� 	�������� ���et és sebesség 

���������� ���� 	�������� ����� ����������"�

t
v

ill t
vm

m

m
0

0

0
0

0

0

= =
l l

. . Írják le a sebesség-meg-

oszlást és a nyomásmegoszlást a nagy kivitelben az alábbi függvények, amelyekben mind a 

������������������������������ ��������� tlanok: 

v

v
f

x y z t

t
és

p

v
F

x y z t

t0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0

=
�

��
�

��
=

�

��
�

��l l l l l l
, , , , , ,

ρ . 

A kisminta körüli áramlás ak���� �����	
� �� ����� �
�
��	������ ������������� �����é-

nyek írják le a sebesség és nyomásmegoszlást� �������������� �� ����������� 	��������

v és t melm m m0 0 0, ,l −  dimenziótlanított formában. Mi ennek a feltétele? Mikor azo-

nos a dimenziótlan sebességet és nyomást leíró függvény a nagy kivitelnél és a kismin-

tánál? Nyilván akkor, ha ugyanaz a dimenziótlan differenciálegyenlet-rendszer írja le és 

ugyanazok a kezdeti- és peremfeltételek a dimenziótlan hely-����������������������� 

Írjuk fel a Navier-Stokes-egyenlet x irányú komponens egyenletét a (9.17) összefüggés 

alapján!

 

12.1. ábra 

(12.1) 
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#������
�������$%&�&'���������������������������������������
l0

0
2v

tel− , azaz dimenziótlanít-

suk a Navier-Stokes-egyenlet x komponens egyenletét: 
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∂
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$
������� ������������ ������ �������������-egynek mutattuk be a dimenziótlanítását.) A 

nyomást egy �
  állandó vonatkoztatási nyomáshoz viszonyítottuk, amellyel a hely szerinti 

differenciálhányados nem változott. Hasonlóképpen fel lehet írni a dimenziótlanított 

Navier-Stokes-egyenlet y és z komponens egyenletét, valamint a kontinuitás dimenziótlaní-

tott formáját, figyelembe véve, hogy a Navier-Stokes-egyenlet alkalmazásakor már eldön-

töttük, hogy ρ = ���
 feltételezéssel élünk. Ez esetben a folytonosság egyenlete ���� = 
  

alakot ölti, ami dimenziótlanítva: 

∂

∂

∂

∂

∂

∂

v

v

x

v

v
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v
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x y z
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=

l l l

. 

A három Navier-Stokes komponens egyenlet és a folytonosság egyenlete egy parciális 

differenciálegyenlet-rendszert alkot, amelyet adott kezdeti- és peremfeltételekhez egy 

megoldást ad a négy ismeretlenre (a három sebességkomponens és a nyomás dimenzi-

ótlan alakjára).  

Két áramlás hasonló, ha  

a/ azonos dimenziótlan differenciálegyenlet írja le mindkét áramlást, ami azt jelenti, 

����� �� $%&�('� )�������������� $��� �� �������� ���� ���������� �����������'� ���������

ál	���
���� ��� ���������
���� ������� ���������� ��		� 	���
�� �� ���� ����	�����

vonatkozóan. A nagy kivitel és a modell esetén ez azt jelenti, hogy 

g

v

g

v
x xm m

m

l l0

0
2

0

0
2

=
, és 

(12.2) 

(12.3) 

(12.4) 

(12.5) 
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ν ν
v v

m

m m0 0 0 0l l
=

; 

b/ és ha azonosak a kezdeti és peremfeltételek. Ezt a feltételt általában a modell és a 

nagy kivitel geometriai hasonlóságával, az áramlási tér peremén hasonló viszo-

nyok biztosításával�� ��� ��� ������������
�� �������� ���������� ��������������� $���� �é-

��bb) valósíthatjuk meg. 


�$%&�*'����$%&�+'�)���������������������������	��������������������������������������e-

����������������������������������)�����������	
�������������������" 

Froude-szám:  Fr
v

g
= 0

0l
 

Reynolds-szám:  Re =
v0 0l

ν
 

A két áramlást leíró dimenziótlan differenciálegyenlet rendszer tehát a Reynolds-szám 

és a Froude-szám azonossága esetén egyezik meg. A Froude- és Reynolds-számot más, 

hasonlóan dimenziótlan mennyiségekkel együtt hasonlósági számoknak is szoktuk nevez-

ni. 

A Froude-szám és a Reynolds-sz��� �������������� ������	�� ������������ ���������� �������

�������������������������,�����������������������������������
� �%"-���������������	���.�u-

��������������������������� ��������ν viszkozitása megegyezik az autót körüláramló leve-

����������������������/�������-��������������������������� 

Re Rem
m

m

m

m

v

v
= ⇒ = =0

0

0

0

0

0

l

l

l

l

ν
ν

 adódik. A Fr Frm = ������������������" 

v

v
m m0

0

0

0

=
l

l
, miután g gm = . 

Látható, hogy a Re azonosságát a sebesség négyszeresére növelésével, a Fr azonosságát pe-

dig felére csökkentésével lehet megvalósítani. Vizsgáljuk meg, hogy ebben az esetben 

szükség van-�������������������������	�������������0 

1�����������������������)������������ ��)����$�������������������������'�����������������n-

to������ ��������� 2�� � �)���� ������� �� 3�����-Stokes-������������ $���� $4�%4'� )����������'�

0
1= −g gradpáρ

 a���5�����	������������1������ �����	
����������������������������3�����-

Stokes-�����������������������������	
�����������������������������������������
����������

��������������������pá  nyomásmegoszláshoz képesti különbségek szerepelnek benne: 

(12.6) 

(12.7) 

(12.8) 
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dv

dt
grad p p vá= − − +1

ρ
ν� � ∆

 . 

A (12.9) alakú Navier-Stokes-������������ �������	���� ��� ����������� ���
�������

dimenziótlanítást a Froude-szám (ill. négyzetének reciproka) nem jelenik meg az egyenlet-

rendszerben, tehát ha az áramló közeg kitölti a teret, a Froude-szám azonos értéken 

tartása nem feltétele a hasonlóságnak.  

Hajómodellek vizsgálatánál viszont, ahol a hullámkeltés mértéke (a hullámellenállás) 


������	��������������������	����	��������
����������
���������������-szám azonos ér-

téken tartása igen fontos követelmény. Belátható ugyanis, hogy a hullámok keletkezésé-

���������5����������)���������������� 

Ha a peremfeltételek instacionáriusak, akkor gondoskodni 

����� ��� ��� ����� ����� ��	��� ��������������� ��������� ��l-

tozzanak. Legyen pl. a feladat egy, az áramlásba helyezett, 

vízszintes tengely körül periodikusan oda-vissza mozga-

tott lapra (ld. 12.2. ábra'���� ������������������������l-

kísérletekkel. Legyen a modell léptéke 1:3. Miután a teret 

kitölti az áramló közeg, az áramlások hasonlóságának egyik feltétele a Reynolds-szám azo-

nos������!��������������������	�������� �����������������������5������ebességének há-

romszor akkorának kell lennie, mint a nagy kivitel megfúvási sebessége. Milyen legyen a 

modell lap mozgatásának periódusideje, ha az eredetinél ez � �  volt? Nyilvánvalóan akkor 

járunk el helyesen, ha 

t

t

t

t
azaz

t v t vpm

m

p pm m

m

p

0 0

0

0

0

0

= =
l l

. 

Figyelembe véve, hogy t
fp = 1

, ahol f
s

1	

�

�

�
����������������������������� 

Strouhal-szám: Str
f

v
=

l0

0

, 

amelynek azonos értéke szükséges az azonos kezdeti- és peremfeltételek biztosításához. 

(12.9) 

 

12.2. ábra 

(12.10) 
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6������ �������� ������� ��� �������� �������� ����� ���������� nyomásértéket, mint perem-

feltételt biztosítani. Ez esetben az 

Euler-szám:  Eu
p p

v
=

− 0

0
2ρ

 

�������������������������7������������
������������������������������������	�����������������

	����������
�����������
���������$8������������������������������������������� a porlasz-

tásnál.) Ilyen esetben a (12.11) kifejezés számlálójába a nyomáskülönbség helyébe a (7.2) 

összefüggés alapján a ∆p
C

R

C
~ ~

l0

 kerül, ahol �
�

�

	

�

�

�
 a felületi feszültség állandója, R a 

felszín görbületi sugara, amely nyilvánvalóan arányos az l
�	�����������������9���ódon az 

Euler-számból egy új hasonlósági számot kapunk: 

Weber-szám: We
C

v
=

ρl0 0
2  

A Weber-szám azonos értéke különösen fontos azon modellkísérleteknél, amelyekben a 

felü����������������������������������������������������������������������� 

Itt jegyezzük meg, ����� �� ��������� 	����������� �������� ��� !
���-szám és a Strouhal-szám 

ki��	������ ������ ����� ���������������� ����� ��� �������������� $%&�('�������� �����3�����-Stokes-

egyenletünkben. Így pl. az Euler-szám azonossága egy autó és modellje felületének adott helyén 

nem követelmény, hanem következmény, a két áramlás hasonlóságának következménye. 


�� ���������� ���������� ���������� $������ �)����� ����������� ��� ������ ��	�������� ����

foglalkoz�
��'���������
����������� ��� ���������)��������������������������������������-

tárréteg lamináris (11.7. ábra B görbe). (Ennek az ún. Kármán-féle örvénysornak a le-

írásával nagy érdemeket szerzett Kármán Tódor, egyetemünk volt hallgatója és rövid ideig 

oktatója, majd díszdoktora, aki századunk egyik legismertebb áramlástan kutatója.) A kis-

mintánál és a nagy kivitelnél a hasonlósági feltételek betartása esetén az örvényleválás 

frekvenciájával számolt Strouhal-�������������������������������������������������������-

lóságából következik. 

�������	
���
� ��������������������
�� ��������
� ������� ��	���������������
� �����

hányadosaiként is: 1 kg tömegre ható  

�������	�����
����:  F
v

T ~ 0
2

0l
 

(hiszen az áramkép egyes pontjaiban a sebesség a v0-lal arányos, az áramvonal görbületi 

sugara pedig az l0-lal.)  

(12.11) 

(12.12) 
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��	����:       � �� �  

�������
	��������
����: F
p p p p

P ~
−

=
−0 0

2

0
3

0

0

� � � �l

l lρ ρ
 

(felírtuk a jel������ �����������������������������)�������������������
����	������������t-

hez tartozó tömeggel, hogy a folyadék 1 kg-	������������ ���������	
�' 

���	
����
	��������
����:  F
v v

S ~ ρν
ρ

ν0

0

0
2

0
3

0

0
2l

l

l l
=  

(a Newton-féle viszkozitási törvényt (1.2) használtuk fel a csúsztatófeszültséggel arányos 

���������� ����	��������� ����� �� 	�������� ����������� �������
������	�� �� 	�������� ���������

tartozó tömeggel osztottunk) 

��	�	��
������	������	��������
����: F
C C

F ~
l

l

l l0

0
2

0
3

0
2ρ ρ

=   

$���������� ���	���
��������������������� ��������� ���������������������������)�������e-

ly������������������������������������������)����������	���������)��������������������	e-

zést tettünk). 

:����������������������)��������� �����������������" 

Re ~ ~
/

/

tehetetlenségi erõ

súrlódásból származó erõ

F

F

v

v

vT

S

= =0
2

0

0 0
2

0 0l

l

l

ν ν
 

Fr
tehetetlenségi erõ

súlyerõ

F

F

v

g

v

g
T

G

~
/

= = =0
2

0 0

0

l

l
 

Eu
nyomásból származó erõ

tehetetlenségi erõ

F

F

p p

v

p p

v
P

T

~ ~
/ /

/
=

−
=

−0 0

0
2

0

0

0
2

� � ρ
ρ

l

l
 

We
felületi fesz bõl származó erõ

tehetetlenségi erõ

F

F

C

v

C

v
F

T

~
.

~
/ /

/

−
= =

l

l l
0
2

0
2

0 0
2

0

ρ
ρ

 


������� ��������������������������������)��������������������en szemléletesen mutatja az 

áramlást befolyásoló egyes hatások viszonyát. Így pl. ha a Reynolds-szám értéke nagy, 

akkor ez a (12.13) alapján azt jelenti, hogy������	
�
�������������
�����	����
 �
������e-

���	�����
� �������� ��!���" (Ez természetes, hiszen a dimenziótlan Navier-Stokes-

������������ �� �5�� ����� ����	���� 
���� � ���� ��������� 	�� ��/�� ����������� ���� $%&�('�� !�����

minél nagyobb a Re értéke, annál kisebb számmal szorozzuk ezt a tagot.) Ezzel mindjárt 

(12.13) 

(12.14) 

(12.15) 

(12.16) 
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érthe������������������������������������/���)�����ésével turbulenssé válik az áramlás. A 

�5�� � ����� 
������� ���������	��� �� ������������������������ ��)�������� �� �������� ��������

sebességváltozásokat, így a súrlódás viszonylagos hatásának csökkenése a turbulencia ke-

letkezéséhez vezet. Ha viszont kicsi a Reynolds-szám értéke (pl. egy kis porszem süllyed a 

��������������������������������5��)����������������������'����������5�� ������������i-

ájával, lamináris áramlással számolhatunk. 



13. Hidraulika 

Ebben a fejezetben a csövekben, csatornákban áramló köze��������	�
�������		��
�������-

gyaljuk. A mérnöki gyakorlat szempontjából talán ez a fejezet a legfontosabb része a jegy-

zetnek. A hidraulika az emberi tudás egyik igen régóta alkalmazott és fejlesztett területe, hi-

szen az öntözésnél, a folyók szabályozásánál, a vízvezetékek építésénél sok nehézséget kel-

lett megoldani eleinknek, akik ennek folytán nagyon sok gyakorlati ismeretet halmoztak 

��	��������������
�����	�
�����	���������������	���
���
����
�����	�
�����	���������


�-

függéseinek kutatása évszázadokon keresztül a hidraulika gyakorlatától elszigetelve folyt. 

Csak a XIX. évszázadban találkozott össze az elméleti áramlástan és a gyakorlatra orientált 

hidraulika. 

13.1. A súrlódási veszteség  

Tekintsük a 13.1. ábrát, ahol egy vízszintes, egyenes, állandó ker�

����

�����
��	��������

l  

13.1. ábra 

�� �
����� �		����� 
���
���� ��
��� ����	���� �
� ����	�
� 	������ 
��������� 
� !�
� ����

függvényében nem változik a térfogatáram). Ha felírjuk a Bernoulli-egyenlet erre az esetre 

alkalmazható (4.31) alakját a ρ� 
���
����	������

���
��� !�
�
������
������
�����"���
�

egy áramvonalon egymástól l ����	
�����	����#��
�$��������
������
��������������� �� �= , 

�
�
� �� �����
� �� �
�� ��


�� ������� !�� %���� 		�-egyenlet alkalmazásával a 

súrlódásmentességet feltételezve) nem változik. Valóságos közeg áramlása esetén 

azonban � �� �<  , azaz az 1 és 2 pontban nem azonos a Bernoulli-összeg: 

ρ ρ ρ ρ
v

p U
v

p U1
2

1 1
2
2

2 22 2
+ + > + +

 . 

(A ��  és �� � �� �
�� ������ ����

����

������� �������
� ��	��
���

���� ���� �� ������	���

szempontjából elfogadható közelítés.) A Bernoulli-összeg tehát a súrlódás következtében 

az áramlás irányában csökken. ������ ����������� ����� �� !#&�#"� �����	��	��
����	�

egyenlet legyen, ��� �������� 	��
����
� 
�������� ����� ��

��� ��
�
����� ���
����	-

összeget meg kell növelni a két pont közötti Bernoulli-összeg csökkenéssel, amit ∆��-

vel jelölünk és súrlódási veszteségnek nevezünk: 

ρ ρ ρ ρ
v

p U
v

p U p1
2

1 1
2
2

2 22 2
+ + = + + + ∆ '

         (13.2)    

(13.1) 
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A (13.2) összefüggést veszteséges Bernoulli-egyenletnek nevezzük.  

���������
������ �� ∆p' veszteség meghatározásának módjával foglalkozunk. Ebben igen 

fontos szerepe vo	���
��������'
��	���
�
�����(
�������������
���	����
�����!����
�������-

lás����"� �'
��	���� � ����� �������������� ��������'��� �����
�����	'
�
�� !�����

Buckingham-féle Π  elméletet) ismerteti. 

13.2. A dimenzióanalízis 

Legyen a feladatunk a 13.1. ábrán látható��
��������������
��∆��  súrlódási veszteség álta-

lános kísérleti���

��	�����(	�

���������		�������
����
���������
i������		��
���������	����

befolyásolhatják a ∆p Pa' ��������)��
���


��l m , viszkozitás, µ kg m s/ / , az áramló 

��
���
���
�����ρ kg m/ 3 ���
���������d m , átlagos áramlási sebesség, v m s/ . Felté-

��	�

*�����������
����	
����	��
������
�����
�����

����	�������glalkozunk (ld. Ké
���"�� 

A feladat tehát a  

∆p f d v' , , , ,= l µ ρ� �
 

függvénykapcsolat meghatározása mérésekkel.�(
��	��+�������
������	��������
�����*g-

getlen változó közül négynek rögzített értékénél az ötödiket változtatjuk és mérjük a változ-

����
�����
�������

��
������(
��������������������	��
����
*	���	���	�����������������l-

toztatjuk és ismét végigmérjük az ötödik változásának hatását a ∆��-re. Belátható, hogy va-

lamennyi változó ko���������������
���������

+����������������(
���������
������������

�����	�������

�����������
�����	'
�
�������	�����	��
���

����� ��	����
����
��������t-

jük. 

Az általunk vizsgált feladatoknál a mértékrendszerünk három alap fizikai mennyiségét 

alkalmazzuk:� �� 
�����
� ������ �� ������
� ����� ��� ��� 	��
� ���� Kiindulásként feltesszük, 

�������	��������,������������������
��������
���

����������	��	��		'�������
��	����i-

zikai mennyiségek hatványainak szorzataként: Q kg m s= α β γ . Adott n > 3 fizikai meny-

nyiség: Q Q Qn1 2, , ......, . (Mint pl. a mi fenti n = 6 fizikai mennyiségünk.) Keressük mé-

réssel a F Q Q Qn1 2 0, , ......,� � =  ismeretlen függvényt. 

(13.3) 
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��,���
�����������
��������������
���������������

�������	��		'��������
��	����������) 

Q kg m s

Q kg m s

Q kg m s

a a a

a a a

a a an n n

1

2

1

11 21 31

12 22 32

1 2 3

=

=

=

.........  

Az ai j, ������������
����*�����

����
�����������	��
������

����������

����
�����������
é-

gek. Létezik-e  

Π = Q Q Qk k
n
kn

1 2
1 2 ....

 

�	��+������
�����������
������������������

��
���������	��		'�����������
���	���������
�
��

és ha igen, hány egymástól független van? Írjuk fel a (13.5) összefüggés dimenzió egyenle-

tét figyelembe véve (13.4) kifejezéseket: 

Π = =kg m s kg m s kg m s kg m sa a a k a a a k a a a k
n n n

n0 0 0 11 21 31
1

12 22 32
2

1 2 3� � � � � �... .  

 

��!#&�-"������	����	����������������	����	��		�������	������

���������
��������)� 

a k a k a k

a k a k a k

a k a k a k

n n

n n

n n

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

31 1 32 2 3

0

0

0

+ + + =
+ + + =
+ + + =

.....

.....

.....
 

A k k k n1 2, , ....., � �� ������ �
�����	����� ���� &� �����	����	� �		�� 	������
� �����	������

����

kaptunk. Képezzük az ismert � � �	 ����������	��������
�������.��� 

a a a

a a a

a a a

n

n

n

11 12 1

21 22 2

31 32 3

    ...

   ....

   ....

�

�

�
�
�

�

	








 

A dimenziómátrix rangja r, ha létezik r-��� ������ 
�� 
��	� �*	����
�� �	����������
��� ���

nem létezik r+1-��� ������ ���� � 		�� ������� �	����������
��� !/	��	����� �� �
� �	��� ��
�����

������
�����

�����	������	����
��*�������0&�"�1���������
�������.������������
�����n-

letrendszernek n-r független megoldása van (ennyi összetartozó k k k n1 2, ,.... ����������	��l-

ló csoport létezik), azaz n-r dimenziótlan Π��
����������
������(
��
����	�����������a kísér-

letileg vizsgálandó változók száma általában az alap fizikai mennyiségek számával, 

���
�
���
���������� �����

��
��� 

(13.4) 

(13.5) 

(13.6) 

(13.7) 

(13.8) 
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Vizsgáljuk meg a dimenzióanalízis alkalmazásának lépéseit: 

− Az alap fizikai mennyiségek meghatározása, 

− A jelenséget befolyásoló Q Q1 2, ,... mennyiségek meghatározása 

− Dimenziómátrix felállítása, rangjának meghatározása, 

− Egyenletrendszer megoldása, (n-r megoldás meghatározása), 

− A Π Π Π Π1 2 3, , ,..... ,n r−  dimenziótlan csoportok képezése, 

− Az F n rΠ Π Π Π1 2 3 0, , ,..... ,− =� �  függvénykapcsolat kísérleti meghatározása. 

Térjünk vissza a példánkhoz, alkalmazzuk a dimenzióanalízist. A Π dimenziótlan csopor-

tokat az alábbi alakban kívánjuk képezni: 

Π ∆= p d vk k k k k k' 1 2 3 4 5 6l µ ρ . 

Állítsuk fel a dimenziómátrixot: 

∆p

kg

m

s

d v' l µ ρ
1 0 1

1 1 1

2 0 1

1 0 0

3 1 1

0 0 1

− −
− −

−
−

 

A dimenziómátrix pl. harmadik oszlopa a dinamikai viszkozitás dimenzióját tartalmazza: 

kg m s− −1 1.  

A dimenziómátrixot megvizsgálva látható, hogy r=3, hiszen az utolsó 3 oszlop által kijelölt 

�	����������
�����
�� 
��(���	��������
����������
������	������

�����������������
��	�

független megoldása van. Írjuk fel a fenti ai j,  értékekkel a (13.7) egyenletrendszert!  

k k k

k k k k k k

k k k

1 3 4

1 2 3 4 5 6

1 3 6

0

3 0

2 0

+ + =
− + − − + + =

− − − =
 

Mivel a 6 ismeretlenre 3 egyenletünk van, 3 ismeretlen, pl. a k k és k1 2 3, �������������

�	e-

��
���������*����	��
��
������	������

����	���

��'����� �������������������
�����	���) 

   
k k k k k k

p v
1 2 3 4 5 6

1
2

1 0 0 1 0 2
 

    

 

  − − ⇒ =Π ∆' ' / ρ� � 
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Most vegyünk fel ismét k1, k2, k3 értékeket: 

      1   0    0     0 1 0 2− ⇒ =Π ' /l d 

A harmadik felvételre adódik: 

      0   1     0 1 1 1 13− − − ⇒ = =Π ' / / Reµ ρd v� �  

A dimenziótlan csoportokat kombinálhatjuk, szorozhatjuk konstanssal, vehetjük a recip-

��� ����
�����(
������	

������Π � -k helyett az azokból képezett alábbi csoportok bevezetése: 

Π ∆ Π Π1
2

2 3

2

= = = =p

v
d és

v d'
, / Reρ ν

l  . 

A kísérletek során tehát nem a (13.3) függvénykapcsolatot kell meghatározni, hanem a 

F Π Π Π1 2 3 0, ,� � =  függvényt (azaz nem kell olyan változatokat vizsgálni, amelyek ugyan-

azon Π értékeket adnak). 

!"�"��#� ���$������	�����
���� 

Végezzünk el kísérleteket a 13.1. ábrán látható csövön an-

�����������������������
�������	����
����

��
����*	��-

��
�� �����
����	� !	��� !#&�&"� �


��*���
"� való függését, 

azaz a Π Π Π1 2 3= f ,� �  függvényt megismerhessük. A kí-

sérletek eredménye a 13.2. ábrán látható, ahol a Π 2 = l

d
 

függ�������������*����	��*	����
���		�����Π 3 = Re  érté-

keknél a Π
∆

�
�

�

=
�

�

�

ρ
����������������������������������	�������

��
������
���


�l d függ-

���������	������
������ 

Ezért írható: 

∆p

v d

'
Reρ λ

2
2

= � � l  , 

ahol a λ a 13.2. ábrán�	�������������
�������������
�����������2����	�
-szám függvénye. 

λ − t   ���$������	�
�
����
�� nevezzük.  

l
 

13.2. ábra 
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A fenti tapasztalati összefüggést átalakítva adódik a  

∆p v
d

' Re= ρ λ
2

2 l � �
  

kifejezés az egyenes c�������
��������  

A Navier-Stokes-�����	���	���
���
�� ������������

����

�����
�������
���

������

	�
�

és a nyomáscsökkenés meghatározására alkalmaztuk a tanultakat (ld. 9.4.fejezet). A nyo-

��
��
���


��������
������
����!����������
���������∆p' veszteség) a (9.28) összefüg-

gést kaptuk: 

∆p
R

v'=
8

2

µl
, ahol R

d=
2

. Figyelembe véve, hogy µ ρν= , átalakítások után adódik: 

∆p v
d vd

'= ρ ν
2

642 l , azaz mivel 
v d

ν
= Re  írható: 

∆p v
d lam'= ρ λ

2
2 l

 

ahol a lamináris áramlásra vonatkozó λ��
�
+�	���
�������
�) 

λ lam = 64

Re  

Eredményül tehát azt kaptuk, hogy lamináris (réteges) áramlás esetén a λ� ���$������	�


�
������� ���
��������������

�%��
����-számmal fordítottan arányosan változik. A 

10.1.fejezetben a Reynolds-féle kísérlet kapcsán megállapítottuk, hogy a lamináris-

turbulens átmenet Re ≅ 2300  érték körül megy végbe. Ezért a (13.11) összefüggés a 

Re ≤ 2300 tartományra érvényes. 

Hogyan függ a λ��
�
+�	���
�� �����
����2����	�
-

����	���������

����

�����
������
�

� �� 	��
�����	�
��
����3��������
������	�

�	�
���	������
�

*�������homokérdesség fo-

��	��������
���	��	�'�������

�����+���	��������

�������	��		'�����������

���	�

�	��		�����

������� �����

���
����� �*	��'�*��� �	� ���� 

���
���	��
��	� �
� ��	����

� ��� �� �
���	�

bel
�� ��	*	������� �� �
���	� +��� ���������

������� ��		��
�
���� �� Π 4 = k

d
 dimenziótlan 

csoport szolgál, ahol k m ��������

���
������������� 

Határozzuk meg méréssel a λ��
�
+�	���
�������
�����2���*������������*	����
�� k

d
áll= . 

értékek mellett, és a mérések eredményét ábrázoljuk kétszer logaritmikus diagramban.  

 

(13.9) 

(13.10) 

(13.11) 
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Eredményül a 13.3. ábrán látható görbéket kapjuk. Látható, hogy lamináris áramlás ese-


�
������������
���
	
 ��
���
������ ���$������	�
�
��������&������
����������'%��(�

)"**+� ���
�
� �	���

� ��� �����������
���� ,���

��: a 
k

d
áll= .� ���������������2�� �
�����

egy adott Reh  határ Reynolds-szám értékig azonos görbén futnak, Re Re> h  esetén elvál-

���� �� �������	� �
� �'


����
���������� ���� (����� ��2����	�
-szám tartományban λ tehát 

csak a 
k

d
��*����������
���������������	���	����*	����
������

�����
������
������
����r-

bék kiágaznak, az  

1
2 0 8

λ
λ

turb
turb= −lg Re .� �

 

összefüggés írja le. Egy adott, Re Re< h  Reynolds-szám esetén (amikor a λ értékét a 

!#&�#$"��


��*���

�	�	�'������������	�	� �����"��������������
�������*�����
����	������r-

dességét, a λ értéke változatlan marad. -���  ��� ���

�%��
����-számon hidraulikailag 

�	������� �����

���������������
��� ����������	�
�
�������
����
������
��	���A hidra-

u	����	���
�����
������
�
+�	���
�������
�������2����	�
-szám ismeretében a (13.12) ösz-

sze�*���
��	��������
��
����4000 105≤ ≤Re  tartományb�����	���
�	'�� Blasius-képlettel: 

λ turb = 0 316
4

.

Re  

határozzuk meg.  

13.3 ábra 

���
���	� ����

����	�
������� 	�'��� ����
��� �
� �	������������������
���� �������4��� ���

hogy a lamináris áramlásban az érdességnek nem volt befolyása a λ értékére. Korábban 

megállapítottuk, hogy a turbulens határrétegek alján egy viszkózus alapréteg van (ld. 

10.3.fejezet), amelynek yv  vastagsága fordítottan arányos az u* fali csúsztatófeszültséggel, 

hiszen 
y uv

*

ν
= 10  érvényes a réteg vastagságára, azaz 

               y
u

v = 10
ν
*

 .        (13.14) 

(13.12) 

(13.13) 
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Másrészt egy l ��


+
��+��
���������	����	����������	'�������������
�*	���
����	�

�r-

��
�������
���τ 0 ���	���
+

������

*	�
����	�

����
�����������
+	��) 

∆p
d

v
d

d
d'

2
2

2

04 2 4

π ρ λ π τ π= =l
l

 

�����	� 

τ ρ λ
0

2

2 4
= v

. 

Figyelembe véve (13.14) összefüggést és hogy u* =
τ
ρ
0 , a viszkózus alapréteg vastagsá-

gára átalakítások után adódik: 

y

d
v = 20 2

λ Re  . 

λ helyébe a Blasius-���	����� '�������
���������
���

���'�������

��
 
��	����������
��g-

ságra kapjuk: 

y

d

Konstv = .

Re /7 8 . 

A viszkózus alapréteg vastagsága a Reynolds-szám növekedésével csökken, tehát egy 

adott határ Reynolds-szám (Reh +� .���

���  ��.��� ���������
�������
����������,�����

yv -
�'���������������� �$ ����/�	���
��0����	��������������
�����+������������� ��.���

érdessége befolyásolja a λ  értékét. Ha Re Re< h � ���
�
����
������� 	����	���
�����������

az érdesség c
�������
������
��	�
�����	���	����������������������
�����	��
����λ  értéké-

re.  

Nem homokszemcsékkel érdesített csövek, pl. acélcsövek esetén az érdesség mérete válto-

zó, tehát a Reynolds-szám növekedésével fokozatosan egyre több érdességcsúcs kerül ki a 

vi

��
 
��	���������	��(
�����
�����

�����2����	�
-szám növekedésével fokozatosan nö-

��������������������	��
�	������
�
+�	���
�� �����
�����������5� �����
�����

�����������



�	�
�����������
���������*������
���������	���
������
�������
�������	��������	��� relatív 

��������� ,��������������  ���
����
�����
����
,��: minél nagyobb d, adott érdességnél 

annál  kisebb a relatív érdesség. Egy adott technológiával készült acélcsövekre vonatkozó 

λ − Re görbéket kétszer logaritmikus diagramban a 13.4. ábra mutatja.  

(13.15) 

(13.16) 

(13.17) 

(13.18) 
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1��� ���� ������
��
���
��  ������ ����
�ségé-


��� ����2
������ ��� ����
��
���� �
����
� �e-

zetjük be: 

d
A

Ke =
4

 

ahol A A m2 � �� �
�����

����

��� ����
�����

K m  az ún. nedvesített kerület, azaz a ke-

resztmetszet kerülete azon szakaszának hossza, ahol az áramló közeg az álló fallal 

érintkezik.�1���
�����	�
�����	������
�����

����

etet, akkor K a teljes kerület, az árokban 

��	����'
��
�����������������	���
���6�����
'����7����*	�������
�
+�	���
����

��
���������

kör keresztmet

���� �
����� �
����� �
� �� !#&�8"� �

zefüggéssel számoljuk azzal a különb-

séggel, hogy a  d cs��
���������������
� �����
��
�����
������erül:  

∆p v
d e

' Re=
ρ

λ
2

2 l � �
 , ahol 

Re =
v de

ν  

(Fenti összefüggésekben v m s/ �����	�
���
��
�����

����

����	�

���	����	��
���

���"�

A Reynolds-szám ismeretében a λ �
�
+�	���
�� �����
�����2����������	� �*��������!#&�##"�

vagy (13.13) összefüggéssel vagy  λ − Re diagram használatával határozhatjuk meg.  

1�����
�����	�	�������

����

�����
��
��	��	��

�����������		)�
a

b
< 0 5. , akkor a λ  számí-

tásához a Reynolds-szám értékét a Re = Φ
v de

ν
 összefüggéssel számolt Reynolds számmal 

határozzuk meg a szokott módon, ahol Φ ≅ + −�
�


�
��

2

3

11

24
2

a

b

a

b
. 

�� #9�&�����
��� ������ �������	� �� �� ���	�� 	�� �
�����	�
�� �
� �
�� �
� l � ��
����� �
���


����

���	������������
����������������	�
����������������	�� 	������	�
�	��������������	�� 	��

�
�����	�
� 	����������ez a tapasztalat szerint nagyobb nyomásesésre van szükség, mint 

amennyi az adott Reynolds-számnál az adott lk  egyenes csövön kialakult áramlás esetén 

keletkezik. Ezt a többlet veszteséget ∆p be'  beömlési veszteségnek nevezzük és a 

∆p vbe be' = ρ ζ
2

2

 

összefüggéssel határozhatjuk meg, ahol ζ be  a� �������	� ����
����
�
������ �����
���

számértéke megmutatja, hogy az átlagsebességgel számolt dinamikus nyomás hány-

szorosa a beömlési veszteség.���	�������
��
�����	�
��
�����ζ be ≅ 1 2. , turbulens esetben 

a beömlési veszteség lényegesen kisebb (ζ be ≅ 0 05. ), ezért azt általában elhanyagolják. 

 

13.4. ábra 

(13.19) 

(13.20) 

(13.21) 
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A ζ���

��
�������
�����������������	��	��

 ���1����������������������+������

�����
�:

����� ��

��
������� �*���
��� ��

��	� �� �
� �
�� ����	��
�	�� �����
����	�� ������ ��

∆p F v d' , , ,= ρ µ� �  függvénykapcsolatot kívánjuk felderíteni. Ha a 13.2. fejezetben bemuta-

tott dimenzióanalízist erre az esetre alkalmazzuk, ahol 5 dimenziós változó van, 5 3 2− =  

�����
���	����
���������		'���� ����	�)� 

Π ∆ Π1
2

2

2

= = = =p

v
és

v d'
Reρ ζ

ν . 

�
��������
��������

��
�������������ζ ζ= Re� �  összefüggés megadásával lehet jellemezni, 

�
�
��������
��������

��
�������
�����
�����2����	�
-szám függvénye, de a szokott Re 

�����������������

�������		������������������� 

!"�3��4��	�������������	�����
����� 

�
��	�
������
�������
�������
��
��
+�	���
����

��
��������������*������������pedig a kü-

	����
���
����������� 

Borda-Carnot átmenet 

Tekintsük a 13.5. ábrát, ahol egy hirtelen ke-

resztmetszet növekedéssel jellemzett ún. 

Borda-Carnot átmenetet mutatunk be. A 

berajzolt áramvonalak a valóságos áramlás-

hoz közelálló áramképet mutatják be. Alkal-

mazzuk az impulzustételt annak érdekében, 

hogy a Borda-Carnot átmenet veszteségét, az ún. Borda-Carnot veszteséget: ∆p BC'  meg-

határozzuk. Legyen az áramlás stacioná�� 
���
�����	����
���
���
�����������		�ndó. Raj-


�	� ����	��
��		����
����lületet, valamint a P és I ��������������
��		����
���elületen ható, 


+�	���
��	� 

����
�� ������� �	�������	� ��� �� ;�#�� ����
������ ��� 	���� �	������ '�����)�

− + = −I I P P1 2 1 2 , azaz  

− + = − +ρ ρv A v A p A p A1
2

1 2
2

2 2 2 1 2. 

(A jobb oldal utolsó tagja felírásánál azt a kísérleti tapasztalatot használtuk fel, hogy a 

te���	��������	���
�����������	��+���	*	������������
������
�	'��

�	��		������
�������e-

zik az A1 keresztmetszetben uralkodó nyomással.)  

Tekintettel arra, hogy a kontinuitás következtében ρ ρv A v A1 1 2 2= , behelyettesítés és az 

egyenlet mindkét oldala A2 -vel való osztása után adódik: 

(13.22) 

 

13.5. ábra 
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p p v v v
BC2 1 2 1 2− = −� � � �ρ

. 

Ha az áramlás súrlódásmentes volna, akkor a Bernoulli-egyenlet alkalmazásával számol-

hatnánk az „ideális” nyomáskülönbséget: 

p p v v
id2 1 1

2
2
2

2
− = −� � � �ρ

.  

Az „ideális” és a valóságoshoz közelálló, (13.23) összefüggéssel megadott nyomás-

különbség különbsége a súrlódás következtében létrejöv��+�� Borda-Carnot veszteség: 

  ∆p p p p p v v v v vBC id BC
' = − − − = − − −2 1 2 1 1

2
2
2

2 1 22
� � � � � � � �ρ ρ , 

������	����

���
'��
����
����	��'��
��� ����������) 

∆p v vBC' = −ρ
2 1 2

2� �
 

A Borda-Carnot veszteség az egyik legfontosabb veszteségforrás, amelynek hatását 

����������� ��	�����
�	��.���.��,���.����
	� 

Kilépési veszteség 

A Borda-4��
�
�����
��������	��������
����.�����������-

ciális esete a kilépési veszteség, amely akkor keletkezik, 

��������������� ������
����
��������������
��
���������m-

lik (ld. 13.6. ábra). Alkalmazzuk a Borda-Carnot veszteség 

(13.24) kifejezését, figyelembe véve, hogy v2 0= , azaz a tar-

��	����� 	���� 
���

��� �� ��
��� 
+�	���
� ������� 	�����
���
��

következtében zérus: 

 
∆p ki' = −ρ

2
01

2
v� � = ρ

2 1
2v
. 

(13.23) 

(13.24) 

 

13.6. ábra 

(13.25) 
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Szelepek, tolózárak, csappantyúk 

A szelepek, tolózárak, csappantyúk (ld. 13.7. áb-

ra) vesztesége is nagyrészt a Borda-Carnot veszte-


����� ��
������� ��


�)� �
��� �	��
� 	�� �	����� 	e-



��'�����
�����	�
������

����

�������
�	��	�����e-

	��� ����

����

��� ��������
� ���� 	����� �� 	�

��*	��

keresztmetszet után. A szelepek, tolózárak áramlási 

veszteségét is ζ sz  veszteségténye
���	� jellemez-

zük, amely a ∆p sz' ���

��
����
���	���	����		��
��

sebességgel számolt dinamikus nyomás hányadosa. 

A 13.7. ábra���	�	�
�����	��	��
������	�*�������!#&�$<"��


��*���
��	����2 -t,  

∆p v
v

v
azaz

A

Asz sz' ,≅ −
�
�


�
��

≅ −
�
�


�
��

ρ ζ
2

1 12
2 1

2

2
2

1

2

. 

Egy szelep (pl. a vízcsap) forgatása esetén a szelep és a szeleptányér közötti rést (azaz az 

A1 keresztmetszetet) változtatjuk, ezáltal változik a ζ sz � ��

��
�������
�� ������� �
�� =	�� ��

csap zárása esetén A1����

�����
�� 
����
�����������
��������

��
�������
����������a-

�������+	������
�����������������

��
�������
�����������'
��
��������

������	������o-

más hatására egyre kisebb v2 sebességgel áramlik ki a víz, azaz (teljes zárásig zérusra) 

csökken a térfogatáram.  

Hirtelen keresztmetszet-csökkenés 

Tekintsük a 13.8. ábrát, ahol egy hirtelen keresztmet-

szet-csökkenés látható. A vázolt áramvonalaknak görbü-

lete alapján meghatározható a fal mellett a nyomás válto-

zása (az ábrán a nyilak a nyomás fal menti növekedése 

irányába mutatnak). A bal oldali nyíl által jellemzett 

nyomásnövekedés oka, hogy a közeg a „sarok” felé áram-

lik, ahol����	�������	�� 	��������	������������
��������������������	�������	���������������

�����	�������

����

����
������
���	������������	��������	���
�����������	��+���	��
����i-

sebb átmé������
����	�	��
�
���	����6
����7��örül az áramlás felgyorsul, a nyomás lecsök-

������� 
�����  ���� ����	�
� ���������� ��	����� �� 
���

��� �
������� ������ �� �����
� ������

11.4.fejezetben láttuk, hogy az áramlás irá������� ��������� �����
� �
����� 	���	���� �
�

áramlás.  

Általánosságban megállapítható, hogy az áramlást határoló szilárd felület hirtelen 

irányváltozásainál („sarkok” közelében) fal melletti, áramlás irányú nyomásnöve-

kedéssel és így határréteg leválás esélyével számolhatunk. Ha a sarok „homorú” (ld. 

 

13.7. ábra 

(13.26) 

 

13.8. ábra 



144 

13.8. ábra��"��������
��������	��
�
��	�������6������+7�!	���13.8. ábra B) az irányváltozás 

után jöhetnek létre a határréteg leválás feltételei.  

Az adott esetben két helyen következik be határréteg leválás: az A-val és a B-vel jelölt he-

	������
� ������	���	�
��������
����������
��������������
���	������
�6���


���
7�áram-

lási ker���
��
���
� ���������� ��,�� �
�
�� �����-Carnot átmenethez hasonló sebes-

ségki����
�2
���������������, ami – mint láttuk –� ��	����
� ��

��
����	� �����������

�-

���

���	�

��*	�
��!�		���
��
����		��
��α =
A

A

'1

1

�����������
������
��������"�������

�met-

szetviszony (
A

A
1

0

) függvénye, ami a tapasztalatok szerint α ≅ +
�
�


�
��

0 6 0 4 1

0

2

. .
A

A
, azaz minél 

nagyobb a keresztmetszetek hányadosa, annál jobban összehúzódik az áramlás. A hir-

��	��� ����

����

��� �
������
� ��

��
������� �+	������ ��

��� �� ��
���� ��������� �
�����

be�������
��%����-Carnot veszteség teszi ki, tehát írható (ld.(13.24) összefüggés):  

∆p v v vhk' '= − = −�
�


�
��

ρ ρ
α2 2

1
11 1

2
1
2

2

� �
. 

(Általánosságban megállapítható, hogy gyorsuló áramlások vesztesége általában ki-

csiny. A lassuló áramlásoknál lehet nagyobb veszteségekkel számolni. Lassuló áram-

lások az áramlási keresztmetszet növekedése, vagy az áramlási irány változása követ-

keztében jöhetnek létre.) 

�� !#&�$>"� �


��*���
��	� 	�������� ����� �� �����	��� ����

����

��� �
������
� ��

��ség-

�����
����!����
��������

����

�����
�����	������	��
���

����	�

���	��������� 
����-

másra vonatkoztatva): 

ζ
αhk = −�

�

�
��

1
1

2

.  

?	������

��
�����	����
����	�����������	���	������
������������������	�
��	������������	���a-

	���
��
����
�����������������
���	������'�������;�&�����
������������	��%����-féle kifolyó-

nyílás esetén pl. α = 0 5. , tehát e veszteséget jellemz�� ζ hk = 1��1�����
��������+	��������

tar��	������
���������������
�
���	�
A

A
1

0

0≅ -hoz α ≅ 0 6. �����������
������
�������
���������	�

ζ hk = 0 44. . 

Diffúzor 

�
� ����	�
� ���������� ���*	�� �
���	�������� ����

*�� ����+
�������� !

������ �� ����+-

zorokkal, amelyek keresztmetszete az áramlás irányában csökken). A diffúzorokban áram-

	�
������������
��������
���

��������������
����##�<������
������	��� ���������	�����
�t-

(13.27) 
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ben a fal mellett kialakuló határréteg rohamosan vastagszik, ill. leválhat. Tekintsük a 11.8. 

ábrát, ahol egy diffúzor és alatta a diffúzor tengelye menti nyomásmegoszlás látható súrló-

dásmentes („ideális”) és valóságos esetben. A (11.5) összefüggéssel definiált η
  

diffúzorhatásfok ismeretében valamint (11.4) összefüggés figyelembevételével a diffúzor 

súrlódási vesztesége ∆p diff'  meghatározható. A veszteség ugyanis az „ideális” és valósá-

gos nyomásnövekedés különbsége: 

∆p diff' = − − −p p p p
id val2 1 2 1� � � � = − −1

2 1
2

2
2η ρ

d v v� � � �
 

?��������

*������������������+
�����

��
������	����
������������*���������+
�������	����


���

������

	�
� ��		��
����	��1���� ��	���
�	����� 	���� ����	�
�� 
���

�������������	�-

pésnél viszonylag kicsik („csúcsos” a sebességprofil), a határréteg hamar levál����
�����	����

����

����

�����	����
���

���	�

���


�����	�
��(
��
����	�����������������+
���
����	��e-

vésbé lassítja le az áramlást, mint az a geometriai viszonyokból adódna. Ezért a valóságos 

nyomásnövekedés sokkal kisebb, mint a keresztmetszetviszony alapján számolt érték, azaz 

ηd  kicsi és a (13.28) összefüggéssel számolt diffúzor súrlódási veszteség nagy. 

������+
����	���	������
���
���

������

	�
�������������	��������
�����	��	���������n-

	��	����1�� �� ����+
��� ��	�������

����

���� ���� �
����� ��	yta������� ������ �
� �����	��	���

����	�
��
���

����������	'�������(
���
���

���������	'����
���
��	����%����-Carnot át-

menetben (13.5. ábra"�����

��	�������	��
����
)��������
�����	�
����������������������s-

����������
���
���

���
������
���	���

��
�������
��
���������������
�
���	����
���

�e-

ség keletkezik. Mégis ez a nyomásnövekedés növeli a diffúzor hatásfokát.  

4��2�������
����� 

A csövekben áramló közegek irány��	��
�
����	�����
�'�������������kök������	����
�
+r-

lódási veszteségek keletkezhetnek, amelyeket ugyancsak ζ  veszte
�������
���	� ��		�m-

zünk. A veszteségek okai között a fali 

csúsztatófeszültség általában alárendelt 

szerepet ját

���� @������� ��	����
����

van a 13.9. ábrán vázolt és a 

11.5.fejezetben tárgyalt szekunder 

áramlás keletkezésének, hiszen a több-

let mozgási energia létrehozásához 

többlet nyomáskülönbségre van szük-


���� �
� �
� '��� ��	����
����
��
�� ���r-

gia nem hasznosul: legnagyobb része a 

súrlódás követ��
������ ����� �	�� 	��

Nagy veszteséget okozhat a határréteg 

(13.28) 

 

 

 

 

 

 

13.9 ábra 



146 

leválás következtében létrejö����e��

����

���

��*	�
��������%����-Carnot veszteség. Az 

�	�
����ggondolások alapján a 13.9. ábrán felrajzoltuk a fal mellé a nyomásnövekedést 

mutató nyilakat, és berajzoltuk a határréteg le��	�
����	�����	���������+���leválási buboré-

kokat és az azok által okozott ke��

����

��� 

��*	�
������ 4���ató, hogy az irányváltás 

 �����	���	�
����
������	����
���
z��
���������
�'����������������

��
����������	��������

szokták csökkenteni: az átmenetek lekerekítésével ill. az R/d relatív görbület (ld. 13.9. ábra) 

����	�
���	�� ����� ����	�	������� �lkalmazásával, amelyekkel na������ ��	��'�� ����*	����

rész-íveket ill. rész-könyököket hozunk létre. 

�� ����������� ������������ �����
���� �
���������� �'�*	� ����� ��
�� ���� ���� ������	�� ��

-

teségforrás va�� !�	�� 

�	 ��� �
��	���
�
��"�� ���	���� ��

��
�������
���� 

�����������	��

kataló� 
����	������������
����������	�	�������������� 

Itt jegyezzük meg, hogy a ζ���

��
�������
����
���λ� �
�
+�	���
�� �����
�� 

��olt vagy 

ka��	�� 
��	�� 

�������	����	��������������������	�
���
��	��	��
�
����	��
�����
�	'�����

helyesek, hiszen a képletek ill. mért értékek nem veszik figyelembe a súrlódási veszteség-

források egymásrahatását. Belátható, hogy a (13.11) vagy (13.13) összefüggéssel számolt 

érték��	��	�������������
�������λ��
�
+�	���
�� �����
��������	���	�������������	�������

t-

metszet növekedés (Borda-Carnot átmenet) van, hiszen a λ – legalábbis a kezdeti szakaszon 

– függ a �
������	��������	�
���		��
����	��������
���������
����
������
�'��ζ veszte-

ségtényez�jének érté���

����������	��������	�����������
��
��������������
����
�'�������

(
� �������
�������	���
��
���	����
�������	��
�	����������
������
�'��ζ veszteségtényez�:

jének értékét, hogy a a két ív U vagy S alakot ír le.  

���
�������������
������
���	��	������	��������

���	�������
�����	��
���
�����������-

tezésénél a számítással ill. táblázatok alkalmazásával kapott eredményeket csak közelítés-

��������������*���!(
����+	��������
���

�������
��
�����������	�

���� �����
�
��	��	á-

���� �	� ��		� ����*��� �� 

��'����� �������	�� ������ ������	�� ��������� �
����� ������ �� ����	�
��

��

��
������
����������
�	�A������������	�������
������������	���������
����*���"�(
������

�����
�
��	������

���


���������	�����!�	����

��'������	���	�����	�����������	��
'�������

�����	�����"� �
� ���		'��
��� 

���	��
�
�� 	�����
����� ��		� ����'���*��� �� ����

������ ����� ��

számítás pontatlansága miatt szükségessé váló korrekciót a rendszer felépítése után végre 

tudjuk hajtani. Vigyázni kell ugyanakkor arra, hogy ez az utólagos beállítás, szabályozás ne 

okozzon fölösleges energiaveszteséget. Hibás megoldás például, ha egy óvatosságból na-

gyon túlméretezett ventilátor légszállítását egy csappantyú, (azaz egy többlet súrlódási 

veszteség forrás) beiktatásával csökkentjük a kívánt értékre. Ilymódon ugyanis a csappan-

��+�� ��	����
��� �� ����

��� � �������� ������������� ��	�
	���
� ��

��
��� ����	�� �� �����	�����

hajtásához szükséges energia költségét. 
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� ������������ ��	����	�
�*��� ����� �� �
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�������� ����	�� ��
��� 
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���� �		������ (z 

�
�����	��
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������
�������

���������������
����
������
����������������
��������
���

esetén pedig az abszolút nyomás 10%-át meg nem haladó nyomásváltozások esetén igen jó 

��
�	'��
��B�
�����


+� �
�������� �������� ����	�
���
������
�������	����� 	�����hogy a 

��

��
����������
�������������
��
���

�	+�������
��
�����
����	����
����
��������

�	�

���*����
��������
���
���������
���

����!C���� 
���	�����������
��
��������
��'�����	������

��
����� ����

�����"�1������ ��		� ������ �
� �
������ 

���	��� �� �
�
+�	�dási veszteséget? 

Tekintsük a 13.10. ábrát, ahol egy L m  hosszúságú, D m � ��������� �
���
����� ���� 

 

 

13.10. ábra 

szakasza látható. Hanyagoljuk el a súrlódási veszteséghez képest a gáz felgyorsításához 



*�
���
� �����
�*	���
������ �� �
�� �.� ��


+
��+� 

���

��� �� �
�
+�	���
�� ��

��
���

miatti nyomásváltozás (nyomáscsökkenés): 

− =dp v
dx

D

ρ λ
2

2

. 

!�� ��	� �	��	��� �� �����'�� �	���	��� �
���� ���� 

*�
��������� �� �����
� �
� .� �����	���������

csökken.) Fejezzük ki az átlagsebességet: 

v
q

A
m=

ρ , 

ahol q
kg

sm
�
��

�
	

� �� �
����� ����	�� ��
� ������������ A

D
=

2

4

π
� �� �
�� ����

����

����� ��

(13.30) kifejezést (13.29)-be helyettesítve és a gáztörvény ρ = p

R T
 alakját a ρ kifejezésére 

��	��

��	������

���
'��
� ����������)� 

− =dp
q R T

p A D
dxm

2

22

λ
,  

ami szétválasztás és integrálás után a  

(13.29) 

(13.30) 

(13.31) 
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− =� �p dp
q R T

A D
dx

p

p
m

L

1

2 2

2
0

2

λ
 

alakra hozható. A jobb �	��	����������� 

������
����	���C������
��	����
���λ��
�
+�	���
��

�����
�� ������	���	���	����������������
�� ��


�� !�
�."��������������	��
�������
���	���

����

�*	� ���������������
��������
�����	����
�C������
��	������ ����

��	���

���������
�:

hossz menté�������
�	'��

�	��		���������
�
+�	���
�������
��λ �����
���	���	��'������

����
�

a Reynolds-

����*���������(	��������
���


���������		��������2����	�
-szám kifeje-

zése a (13.30) felhasználásával átalakítható: 

Re = = =
v D q D

A

q D

A
m m

ν ρ ν µ
.  

Tekintettel arra, hogy a dinam����� ��

��
���
� �
��� �� �����
��	��� �*�������� !	���

1.2.fejezet) és T áll≅ .� �� �
���


� �������� Re .≅ áll  és λ ≅ áll. eredményre jutunk. A 

(13.31) összefüggés az integrálás után és ρ1
2 -tel szorozva és osztva: 

A gáztörvényt valamint (13.30) összefüggést figyelembe véve írható: 

p p
p v

L

D
1
2

2
2

1
1

1
2

2 2

−
=

ρ
λ

, 

���	���������	��	�����	�
����*���
��


����������	�����
����
����������
���	�����	�����		a-

potra vonatkozó ∆p ink'  kifejezést, amellyel írható: 

p p
p p ink

1
2

2
2

12

−
= ∆ '

 

1���
����*�����
���	�������
�#�������������

������������
�����������$����������������
���

(13.33) összefüggéssel kiszámítható. 

!"�7��8�������
�2�
�.����2
�� ��
��
����
 

A 13.11. ábrán egy csatorna látható, amelyben víz fo-

lyik egyenletes sebeséggel (kialakult áramlás), azaz a 

�
������� �
�
�������� �� �'
��� ����� 
+	����� �
������� ��á-

nyú komponensével éppen egyensúlyt tart a folyadék 

����	�
��� ����
�� 
+�	���
�� 4������ �
� l  csatorna-

hosszra jutó, a ∆p'�����	�
����

��
�����������	�	���'


�����agasságkülönbség ∆h', ami 

p p q R T L

A D
m1

2
2
2 2

2
1
2

1
22 2

−
=

λ ρ
ρ

. 

(13.32) 

(13.33) 

(13.34) 

 

13.11. ábra 
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�
��	�
����

erint éppen a súrlódási veszteséget fedezi. A nem kör keresztmet

�����
�vek 

áramlási veszteségére felírt (13.20) összefüggés mindkét oldalát ρg-vel osztva írható: 

∆h
v

g de

'=
2

2

l λ
, 

ahol d
A

Ke =
4

��������������������!	���!#&�#8"��


��*���
"��(
��*���������
�����	�
���e-

��

����

����D��������
�����	���'
��������	��������
�����*	����!	���13.11. ábra). Vezessük 

be az i
h= ∆ '

l
 esést és helyettesítsük be a (13.35) összefüggésbe, majd fejezzük ki az átlag-

sebességet: 

v
g d

i C d i ahol C
ge

e= = =
2 2

λ λ
,

. 

A (13.36) összefüggést Chézy-képletnek szoktuk nevezni. λ = 0 02 0 03. ~ .  közötti értékkel 

C ≅ 25.  

13.7. Alkalmazási példák 

A veszteségek számításának bemutatására két feladat megoldását vázoljuk. 

Házi vízellátó rendszer szivattyújának kiválasztása 

A 13.12. ábrán �����+��	�����������	��������

������+��
��
��	���
���
����+	������ 

 

13.12. ábra 

��

������+� ������������������	��

�	����	��
�������
��
�

���

����	��		����
������ö-

vetkezik, amely egy diffúzoron keresztül csatlakozik a tartályhoz. A tartályban víz van, fe-

lette pedig a p0 ��*	
�������
��	���������� �
����� túlnyomás: �� ����

������+��	������
�:

szakasz elején egy lábszelep van, amely megakadályozza, hogy a szivattyú leállása után a 

��
������	����+������


���	��������'
�� 

(13.35) 

(13.36) 
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Ismert a d ���������, az l l1 2,  stb. ����	��zak, a h h1 2,  magasságkülönbségek, a 


���
�	����������������������������������. Katalógusokból, szakirodalomból kivesszük a 

lábszelep, a szelepek és a könyökök ζ ζ ζl sz k, , ������������	
�������
���������� ηd  hatásfo-

kát. Megadjuk a szállítandó q
m

sv

3�
�
�

�
�
�  térfogatáramot és keressük a szivattyú H ún. 

szállítómagasságát��
���
�
��������������	����������������	
����	�������������
������a-

tó meg figyelembevéve a szivattyú nyomó és szívócsonkja közti magasságkülönbséget:  

H
p

g
z zö

ny sz= + −
∆
ρ

� �
, 

ahol ny és sz indexek a szivattyú nyomó és szívócsonkjára utalnak. Keressük továbbá a 

szivattyú hajtásához szükséges hálózati teljesítmény igényt.  

A szivattyú hasznos teljesítménye a  

P q g Hh v= ρ
 

�������������������������� 

Ahhoz, hogy a kérdésekre a választ megadhassuk, meg kell határozni az össznyomást a szi-

vattyú nyomó és szívócsonkján, majd venni kell a különbségüket, a ∆pö össznyomás-

növekedést. 

A feladat megoldására a 13.1.fejezetben ismertetett meggondolásokkal meghatározott 

(13.2) veszteséges Bernoulli-egyenletet használjuk fel. Az alkalmazás (pl. az 1 és 2 pont 

kiválasztásának) elvei megegyeznek a 4.4. és a 6.3. fejezetekben leírtakkal. Így pl. esetünk-

ben a kútban és a tartályban ����� 	
����� � �� ����� 	�	� !�������� 
�� �	���������� ����	
�
��

�����- vagy végpontjait felvenni, ahol mindent ismerünk. Egy Bernoulli-egyenlet nem ír-

ható fel e két víz����� 	��������������	�
������	����������
��
�����
�
�
��""�	�
�#��	�����-

összeg növelése. Ezért két veszteséges Bernoulli-��
�	������ ��	�������$�
�����
�����
	������

� ������� 	�	������%�"�	�����
���� ��!��	�����"�	��
���������
������
��"�����
�	
���!��	��

ny pontja és a tartály felszínének 2 pontja között: 

ρ ρ ρ ρ
v

p U
v

p U psz
sz sz sz

1
2

1 1

2

2 2
+ + = + + + Σ∆ '

 , 

ahol Σ∆p sz'  a szívóoldali összes����������������������������������������� ��������������

���! ���!����	�����������	!���!��������"��!	#�������������!������������ A 13.12. ábra 

jelöléseivel: 

 

(13.37) 

(13.38) 

(13.39) 
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∆p v
dsz

'∑ = +	

�

�

�

ρ
ζ λ

2
2

1
1

1
l

. 

ρ ρ ρ ρ
v

p U
v

p U p
ny

ny ny ny

2
2
2

2 22 2
+ + = + + + Σ∆ '

 

ahol  

   
∆p v

d d d d

v v v

ny k sz k k

d D D

'

.

=∑ + + + + + + +	

�

�

� +

+ − − +

ρ
λ ζ ζ λ ζ λ ζ λ

η
ρ ρ
2

1
2 2

2 2
2

3
3

4
4

5
5

2 2 2

 
l l l l

� � � �
 

A (13.42) összefüggés jobb oldalának utolsó tagja a tartály�
��
�������
����	�������������

kilépési veszteség. 

A (13.39) összefüggés jobb oldalán és a (13.41) összefüggés bal oldalán a szívó és a nyo-

móoldali össznyomást ismerjük fel. Figyelembe kell venni, hogy � �
� �

�= = , 

U U g z zny sz ny sz− = −� �, U U g h h2 1 2 1− = −� � , p p1 0= , p pt2 =  és miután a Reynolds-

����� �
�
��		
�� !��szakaszban megegyezik, a λ λ λ1 2= = =.... . A (13.41) összefüggés 

bal oldalából vonjuk ki a (13.39) összefüggés jobb oldalát! Átrendezés után kapjuk: 

∆

Σ

p p p p p g h h g z z

v
d

v v v

ö nyö szö t ny sz

l sz k
i

d D D

= − = − + − − − +

+ + + +	

�

�

� + − − +

0 2 1

2 2 2 2

2
3 1

2 2

ρ ρ

ρ
ζ ζ ζ λ η

ρ ρ

� � � �

� � � �l
.  

A� �	!��!#����� �����! ���� vd v DD
2 2= . A λ  ����
���
���� ��! ���� a Reynolds-szám 

Re =
v d

ν
������� ���
����	�
		
�������������&����n a (13.11) vagy a (13.13) összefüggéssel 

�
������
�����������
�
�!�������
����
��
�����
��'
�	����
�����������
�����
�
���
��
����

használunk a λ meghatározására. 

(� )%*�*+,� ��� )%*�-*,� ������&�������� ����
���� ���
� a szivattyú szállítómagassága a tar-

tályban �����! 	���������������! 	��������!�����!����������!����������������!b-

���!�������� ���������	�
���
���������
������������������������������������A hálózati tel-

jesítményigény a P
P

hál
h

sz m

=
η η

�������&���������������
����
����
��ηsz és ηm a szivattyú 

és az azt hajtó motor hatásfoka. 

�$������������� 	�������������������! 

(�����������
�
�	���
�!���������������
�!����	���
����������
���
��
����������� �
�
����
�-

����� ��������� 
� !����	� ������� ������$����� 
� ������������ �������
����� 
�.�
	����-számot, 

aminek ismerete szükséges v����
�!��������������	
��������
�������������%�������!
������

(13.40) 

(13.41) 

(13.42) 

(13.43) 
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az áramlási sebesség az ismeretlen? A 13.13. ábrán két tartály látható,  

 

l
 

13.13. ábra 

amelyeket egy ismert d �������� és lhosszúságú� !��� ���� �������(� !����	� �������� �
	��

amelynek ismerjük a ζ t  v����������! ������. Mekkora az egyik tartályból a másikba 

áramló q
m

sv

3�
�
�

�
�
�  térfogatáram�� �
� ���
	

������� 
� �
����
���
	� ����� � ������ 	� �&��
�-

dését ill. emelkedését. Írjuk fel a (13.2) veszteséges Bernoulli-egyenletet a tartályok 

����� 	�	������%����/�"�	��������!  

ρ ρ ρ ρ
v

p U
v

p U p1
2

1 1
2
2

2 22 2
+ + = + + + Σ∆ '

. 

Miután p p és p pt1 2 0= = , U g z=  és z2 0= ,  z H1 = , v v1 2 0= =  és a 

Σ∆p v
dsz be t' = + + +	


�
�

�

ρ ζ ζ λ
2

12 l
, ahol ζ

��
 a belépési veszteség. Mindezeket figyelembe 

véve kapjuk: 

p p g H v
dt be t− + = + + +	


�
�

�0

2

2
1ρ ρ ζ ζ λl ��
������������������
�����������0 

v
p p g H

d

t

be t

=
− +

+ + +

2

1

0

ρ
ρ

ζ ζ λ� � l . 

A (13.45) összefüggésben a λ � ������������ ��	��	� �������� (� !������������ ��	
����

számításához viszont ismernünk kell a Reynolds-számot, ahhoz pedig a sebességet. Látjuk, 

hogy a feladat iterációval oldható meg�� $		��� �����		
 ����� ��������	� !�������� 
��

ismert mennyiségeket behelyettesíteni, kiszámolni és a (13.45) összefüggést az alábbi 

alakban felírni: 

v
A

B C
=

+ λ . 

(�����������������"�����	�����
&������λ ' .= 0 02 értéket. ( A ’-k száma az iterációs lépések 

���������������,�1�����������	���������&	������λ '−t  is, a számítás igen gyorsan konvergál. 

λ '−t  behelyettesítve (13.46) összefüggésbe megkapjuk v t'− , ezzel kiszámolható 

(13.44) 

(13.45) 

(13.46) 
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Re'
'= v d

ν
 értéke. Ha Re'< 2300, akkor a (13.11) összefüggéssel kiszámolhatjuk λ ' '−t . Ha 

Re'≥ 2300��
�����
�!���
�����������	����&����	
���	�������
������
�
���
��
�������sz-

szük ki a λ ' ' � ��������� �
�
� ����
����
��
�� ���
� !��� �����	� 
� )%*�%*,� ������&�������� ���-

mítjuk ki. A λ ' ' �����������	��������������&��
���	������� �������	�
������
� ��������
����

utáni iterációs lépésben kapott λ érték közötti különbség nem halad meg egy általunk fel-

vett értéket. Az iteráció eredményeként kapott v sebesség ismeretében a q v
d

v =
2

4

π
 

összefüggéssel számoljuk ki az egyik tartályból a másikba áramló térfogatáramot.  



14. Az áramlásba helyezett testekre ható erõ 

�����������	
���
������������������������� 

������������	�
�������
�	���������������	����������	����������	�

�
��
�����������������

és nyomatékok hatnak. Ezek ismerete ����������������
�����������������
��
�	���������ü-

�����	�� �����
����	��������������	
��������������
���������

��������������� ��
 
����

szempontjából, a szélnek kitett szerkezetek, épületek méretezésében, az áramlástechnikai 

gépek tervezésében. 

A testek körüláramlása vagy úgy következik be, hogy álló közegben mozog a test (pl. jár-

��
��!�
����álló testhez képest áramlik a közeg (pl. szélnek kitett antenna vagy folyó-

������
����
����!"�#���
�������	����������������������"��	��������	�����
�"�Annak érde-

kében, hogy a test körüláramlása stacionárius legyen, az áramképet általában a test-

hez rögzített koordináta-rendszerben vizsgáljuk.  

�����	
������������	���
������������	������	�����������������������������
��- és csúsz-

tatófeszültség-megoszlás révén adódik át. Enne�� �� ����
��� ��
�
���� �������� 
������ ��

kon	��
�����������	������������������� 
���	���������
���������������
��	��������
���

megoldását. 

Tekintsük a 14.1. ábrát, ahol egy áramló közegbe helyezett henger látható. Legyen a közeg 

súrlódásmentes. Vizsgáljuk meg az impulzustétel ��� 
����
�����
��
�����
�������
"�$�
��
� 

 

 

14.1. ábra 

�����������%��
�����
��
�����
�
��������!�
������������������	��������
�
"�$�
��
����

����e-

besség �∞ , a nyomás �∞ . Ugyanennyi a nyomás a test mögött nagy távolságban, ahol a test 

zav������ ����	����"� ������ �������� p p
2 1

= . Miután súrlódásmentes közeg esetén a 

Bernoulli-egyenlet érvényes, annak (4.31) alakját alkalmazva arra az eredményre jutunk, 

hogy mivel � � �� �= = ∞ , a test mögött a sebesség �∞ ���	�	��������	�����
��
����

������s-

������"���������
�
�ezik, hogy I I2 1= . Az x koordináta irányban felírva az egyensúlyt 
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(ld. (8.8) összefüggés): − + = − −I I P P Rx1 2 1 2 �� �	� ���	���� �������� Rx = 0 adódik. 

Eredményként azt kaptuk, hogy���������
������������������������������������
��	������� 

&��������������������
�����
��
���	���������
������vonalak mentén a Bernoulli-összeg a 

súrlódás következtében csökken, ezért a test mögött egy áramlási nyom keletkezik, 

amelyben a sebesség (és elvileg a nyomás is) eltér a zavartalantól (ld. 14.1. ábra�$��������r-

be). A ��������	�������� tehát nemcsak a test� ������
�������
��	��������- és csúsztatófe-

szültség megoszlásból, hanem 	� �����
�����
����
� �����
��
���� 
�� ������������������
� 

'�����������������
�����(�������������)��
���������
��
�����

���	�
��
�����������������

�����	�����
����������
����������
��	��k, amelyekben a statikus nyomás lecsökken, ak-

����
����
������������	���
��
�����
�����		�����������������	��������"�%*�������
������
i-

	��� +
��� ������� ��
��� ����

� ��������
��� ���"!� '�� �� 
��
� ����

� �� �������� ��

sebességvek
����� ������� ��
��� �� 
��
� ���

�� ��amlási iránytól, akkor a hozzááramlási 

sebességre mer��������
��
�����
������������������������	��������"� 

��� ��������������	�����	
���
���� 

Egy l m  hosszúságú, d m ��
���������������������
�����	�
��
�������		��������������s-

séggel, �∞ -nel párhuzamos F Ne  ellenáll����������	��	
������������������������������o-

latát az f F v de , , , , ,∞ =ρ µ l� � 0 függvénykapcsolat határozza meg.  

Alkalmazva a dimenzióanalízist (ld. 13.2.fejezet) 6-3=3 független dimenziótlan csoport ha-

tározható meg: 

Π
�

= c
F

v d
e

e=
∞

ρ
2

2 l
  ����������
����	�� 

Π
�

= Re = ∞v d

ν
   Reynolds-szám, 

Π 3 = l

d
    relatív hossz.  

,	�� 
��		��������	����������������������síkáramlásra���������������
��������������������

valamennyi síkban azonos az áramkép. (Ilyen áramkép Π 3 = = ∞l

d
-hez tartozik) Ezeket a 

szakirodalomban „kétdimenziós” (2D) áramlásnak nevezik, megkülönböztetve azokat a 

térbeli (3D) áramlásoktól. Ebben az esetben a Π Π1 2= f � �  azaz a c fe = Re� �  függvény 

meghatározása a feladatunk. Ábrázoljuk e kísérlet útján meghatározott függvénykapcsolatot 

kétszer logaritmikus diagramban (ld. 14.2. ábra). 

(14.1) 

(14.2) 

(14.3) 
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14.2. ábra 

Ha a Reynolds-���
���������
!�
"�	�	��	��
�����#���������

����	��(ld. (12.13) össze-

������!��	������������������������
��	��	�
�����������������������-� F ve ~ µ ∞ . Ezt figye-

lembe véve a (14.1)-���� ��
��
���� �	� ����������
����	�� ���� 
�

��� �������� �� .�������-

számmal, tehát a 14.2. ábrán látható diagramon látható görbe kis Re értékeknél egy –1 

irány
����	���� ����������� ��	�� 
��
�"� Nagyobb Reynolds-számoknál a tehetetlenségi 

����� ��

����	�� (12.13), tehát F ve ~ ∞
2 �� ������� �� %/0"/!� ����������� 
�
���
��� c álle = .  

adódik. Nagyobb Reynolds-számoknál tehát egy vízszintes egyenessel közelíthetjük a 

ce − Re  összefüggést.  

Nagy Reynolds-�	�����������������������
�������
��	���	���������
������������������#r-

bulenssé válik, a határréteg-leválás sokkal hátrább következik be, a nyomásmegoszlás 

nagymértékben megváltozik (ld. 11.7. ábra�1����2�����������!�����������������
���������"��	�

������������������ ����������� ��!������. Ennek mechanizmusát a 11.4.fejezet végén tár-

gyaltuk.  

A 14.2. ábra jobb oldalán az egyes Reynolds-�	���
��
����������������	��������������t-

hatóak.  

A kis Reynolds-�	��� 
��
����������� %��"� �	����������� ~ 20 µm � �
������� ������ �	�����

�����!��	��3����������������������
�����-��	��������
�����
�
�������+�������������������l-

ják.  
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Növelve a Reynolds-�	���
� �� 
���
�
�������� ����� �	������ ��
���	��-� ���� �	�mmetrikus 

��
������������������������������
������	���%��"��3�������������!"� 

4�
������
��
����.����
���
��������
��
����������
������������
���
�
����������������i-

nálnak: 	� ���������� $��
��
�#�	�� ����	�� ��� �	��� ��� 
�����%�� ��������� &'��
��-féle 

örvénysor,� �3� ����� �������!"� �	��� ��
������ ��� �� ��������� ��
�� ���� ��	�

�� ��������
����

több megállapítást tehetünk: 

− Az örvények felváltva keletkeznek és úsznak le a henger két oldaláról, ezért az áram-

��$���


���
��	�
�������(�	����������	�
�������
� 
�����	�
��������"�$��
��i-

�#�	���������������	�. Emiatt „zenélnek” a villanydrótok. A leváló örvények a szer-

kezetek tönkremenetelét okozhatják, ha frekvenciájuk a szerkezetek sajátfrekvenciája 

közelében van. A tapasztalat szerint a leváló örvények frekvenciájával, a henger átmé-

����
��� ��� �� ����+
���� ������������ �	����
� ,
������-szám értéke (ld. (12.10) össze-

függés) széles Reynolds-szám tartományban állandó: Str ≅ 0 21. . 

− $����������
������	����	�����������
��	����
��yekben a sebesség viszonylag nagy, a 

�������
���
�
��	��������������"�$������������
�����������
������	��
���
������������t-

só részén az ���������������������

	���������������$�����
����������
����. Ha a 

periodikus örvények keletkezését egy, a henger mögött a szimmetriasíkban elhelyezett 

�����������	��
�
������	�����������
����	�������
������������" 

− $������������
�����������������������������	��
����������
������
������nagy moz-

gási energia tartalmával is, ami a test mögött ��
��������"�%&��	�����������������
�

kell kifejtenünk a henger álló közegben való mozgatásakor, hogy az ennek következté-

��������
��	�� ��� �� �+������� ����
�����
�����������������	����� �������
� ����	��� 
�d-

juk.) 

− A henger mögötti nyomban periodikusan nagy „sebesség hiányt” ill. a környezetinél 

kisebb nyomást okoznak az örvények. 

'�� 
�����������
������������������������������
��	�� ��
����
���� �� ��
����������������
���

ré�	���� 
�������� �	� ��
��	 
� ����������� ��
�����
����� ����	����, a henger 

����������
����	������"������������������"� 
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14.3. ábra 

Ezt a jelenséget gömb esetén a 14.3.a/ és b/ ábra szemlélteti. Az a/ képen víz festékkel lát-

��
�
��
�

������������
��
�������������������	 ��������
��	��������������
����
�����	�
��
a-

lan á�������������������(������ 
�)����

�
�������"������������������������������

������

���������
��	�����	���������������������"�'���������������+	�

����
���������� 
����
����	�

áramlást turbulenssé tesszük, (ld. 14.3.b/ ábra) a nyom mérete (és így az áramlási ellenállás) 

�����
������������"�5�������������
�������
�������.�������-szám növelésével. 

'������� ��
�����
����� 
����	
����
�� ��"� ���� ����������������������

elhelyezett lemezcsík (ld. 14.4. ábra) körüli 2D áramlásban, amely 

l

t
= ∞  esetén alakul ki.��������	����
�����	�����������
����	�� �����

nagy: ce = 2 . A lapra ható Fe ������������������� ���
����������������

�������
����������
��	���
�������������%������� pf  és pb  ) különbségének és a lap felületé-

nek szorzataként: F p p te f b= −� �l "�$�����������������������	������������
���ülönbséghez 

 

l

 

14.4. ábra 
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p∞ ����
��������������������

�� 
�����	���������������� �������

����	��������
���%/0"/!���p-

��
������������	��������

���%�

�l⋅ t -
��!�
��������	���� 
����
����� 

c
p p

v

p p

v
c ce

f b
pf pb=

−
−

−
= −∞

∞

∞

∞
ρ ρ
2 2

2 2  

összefüggést kapjuk. A cp � ������
����	�
� ��������� 
������
��� %��"� //"6"����	�t, (11.3) 

összefüggés). 

A homlokfalon legfeljebb cp = 1�����
��	��
���
������
������	��
������������
����	�� cpf  

��������������7"8�������"����������ce = 2 -����%/0"0!���������cpb ≅ − 1 3.  adódik, azaz a levá-

��� ����������	�����$�����
��� �����	�� ��� ��� 	���$�����
�� 	� ��� ��	�	��	��� ��lenállás-

ténye������� 

Mi történik akkor, ha a henger vagy a lemez l  hossza véges? Nyilvánvaló, hogy pl. a le-

��	�� �����
������������������

� ��
����������������+��������
��������

������������+�

tér között egy, a lemezcsík végeit 
����������
������%�����	
lás jön létre, amely kétfé-

lekép��������������
���	���������������
- 

− �������
��������	�� ��
�������	�����������������������
��
+�������
�%���������������

�����
�����!� 

− a hátfal mögé áramló k�	������������
����������������������������
��	����
���������

��� �����
����� ���������
�� �	��� ��
��	�
���
� %���"� l �  kisebb értékeinél teljesen meg is 

szünteti az intenzív periodikus örvényeket).  

Mindezek hatására a hossz csökkenésével (az áramlás 2D jellegének csökkenésével) a ��  is 

csökken. Ha az 
l

d
t− ∞-����/7-re, majd 1-����������
������� ����	�� ������������
����	����

2-����/"6�������/"/-����������"�9������������
�����������������
�����ce =1.2, 0.82 és 0.63. 

���)��*�����	��	��	������ 

Az eddigiek során ún. „tompa test�����” beszéltünk, amelyeket az különböztet meg az ún. 

„��	
���	�	�����������”, hogy felületük nagy részére kiterjed a határréteg-leválás ill. a le-


�������
�
��	
�������
����
����
�������������"�%Leválási buboréknak a határréteg levá-

lása következtében létr���������	� ��������������
���������������������	
���
����������

nevezzük, amelyben jellegzetesen a zavartalan áramlással ellentétes visszaáramlás 

van, általában viszonylag kicsik a sebességek és nagy a turbulenciafok.) Ugyanakkor, 

ha az áramvonalas testek körüli áramlásban van határréteg leválás, az csak a test felületének 

(14.4) 
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korlá
�	�

� ���	��� ��������
����������� 
��
�����

������������������������� ���
��	�������

kis ke���	
��
�	�
�"�4�����
��
�������	������
���������	���
����� ������
�������
��
�����"�

a re����������������������
 	�������������	��"� 

Jellegzetes áramvonalas test a 14.5. ábrán látható szárny 

���� ��������� ����� �����
������ 
��� �� ����������� ��� �	�

áramlástechnikai gépekben is. Az impulzustétel tárgyalá-

sánál már levezettük a Kutta-Zsukovszkij tételt (ld. 

8.3.fejezet, (8.24) összefüggés), amely szerint súrlódás-

mentes közeg esetén a szárny egységnyi hosszúságú sza-

���	������
�������	� R v
N

m
= �

��
�
��∞ρ Γ  összefüggéssel számolható, ahol v

m

s∞
�
��

�
��
 a szárnytól 

távoli zavartalan áramlási sebesség, Γ m

s

2�

�
�

�

�
�  pedig a szárny körüli cirkuláció. A leveze-


�������	���������

����������	���������
�� R ����������������� v∞  sebesség vektorra. Való-

sá����%�+��������!���	���������	���������
��������
���mponensre bontható: a zavartalan 

(megfúvási) sebesség���
��������� F Ne � ����	�������� (ami megfelel a súrlódásmentes 

esetre levezetett R
N

m
�
��

�
��
 és az l m  szárny-hossz szorzatának) és a v∞ -nel párhuzamos 

F Ne  el��������������"�$�%/0"/!����	��������������������������
�	�
��
�����	�������
o-

natkozó ����	�����������������������������������: 

c
F

v A
f

f=
∞

ρ
2

2  

c
F

v A
e

e=
∞

ρ
2

2  

Amíg az eddig t������
�
�����
��
�������	����
����	��������	���������
�	���������
����l-

���	��������
���
��
�	�
��
�����������������������������������������	
��
�	�
��
��
��������

���	�����������	���������	��������
��	�����
�����
-����	����� h m  húrhosszának és a szárny 

l m  hosszának a szorzata: A h= l 

:���������
��
�
������	���������������������	������������

�%��"���;-vel jelölt) pontjára vett 

nyomatéka: M N m , valamint a �
�

 ���
	���
��������. (P az ábrán az orrpont): 

c
M

v A h
M =

∞
ρ
2

2  

 

14.5. ábra 

(14.5) 

(14.6) 

(14.7) 
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������ ������	
��
� ���	��	�� ����� �	�����
� �	������ �	�� ��� ����aték vizsgálatánál a 

követke��� �� �������� �������� ����� �
������
� ��� ����������� �	�	��� �� ���������	�	�� ��� ��

nyomatékra: v ,  ,  ,  h,  ,  ,∞ ρ µ αl  ahol α állásszög a szárny húrja és a v∞  zavartalan 

sebesség által bezárt szög (ld. 14.5 ábra). 13.2.fejezetben tanult dimenzióanalízist 

alkalmazva 4 dimenzi������ �����	�� ����������� ��  (vagy ce  vagy cM ), Re, l/h és α. 

Vizsgáljuk a 2D esetet, azaz legyen l � = ∞ �� �	�!������ �!�"�#"��� $�������� �������

mellett az  Ff  és Fe  ill. cf  és ce  értékeit az α függvényében. A mérés eredményeit vigyük 

fel diagramban (ld. 14.6. ábra).  
l

 

 

14.6. ábra 

��� �#	�#��� ��������� ����� �� ���������	��������� �"���%����� �
���	
���� ��� ��� �������"��

függvényében, majd cf ≅ 1 2 1 6. ~ .  maximális értéket elérve hirtelen csökken. Az 

������������������ ��� �������"�� �"������	�� �����#�� &�	������'�� �	����� ������� �������"��

határok között közel állandó, viszonylag kis érték (ce ≅ −0 01 0 03. . (�����������������������

����� ����	� ������� 	���������� ��
��	� �� cf  hirtelen lecsökken. A jelenség a már tanult 

határréteg leválással van összefüggésben. �� �������	� 	�
��� �	�� 
���	�������� ����� 	�

�������	�
������
��
���������������	��	����. A határrétegen kívüli áramlásra alkalmazva 

a Bernoulli-egyenletet, az a következtetés adódik, hogy az áramlási sebesség a szárny 

felett nagyobb, mint alatta. (Ez���������	����������������	��	��������	��������
	�)���
��

Kutta-Zsukovszkij tételben (8.23) bemutatott kapcsolata.)  

*"�������!�� �� ���	����
���������"�"��� �� ��#��������� ��)�� ��� ���!�� ��������������� ����
���

hiszen a nyomás köz������!�� �� �
������� )���� ������ �	����� ��
� �� +�	��)��
-egyenlet 

�	�����#��� ������ ��#�������� ����	��� ����� ,##��� �"������
��� ����� �� ���	��� ������
�

áramlásnak a szárny hátsó részén lassulnia kell. Annál nagyobb a lassulás, minél nagyobb a 

������ ��� ����� ��#�ssé���"�"��
� �!�"�#����� ������
���� �����##��� ���������	������ �������"��

növelésével tehát elérünk egy olyan lassuláshoz ami a határréteg leválásához, leválási 

buborék keletkezéséhez vezet (ld. 14.6. ábra alsó része). Ennek következtében lecsökken a 


���	������� 
�� ������ 	�� ����������. A méréseket nagyobb Re számnál elvégezve kissé 

nagyobb felhajtó�	����-
�)�	����������
�����
��##������������������	������%����)���� 
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�����	����������������������siklószám�������������������	���������������������������������

hányadosa: 
c

c
f

e

��.,����
��	�����	��!�������
��������������������������������	�����������

a gép vízszintesen siklásban, miközben 1 métert süllyed.) A siklószám általában 10 és 50 

�"�����
��������	�������������)���������)������
�
�����	���������������������������	��&�	��” 

������������	������
��������������	����������
��	���)�� 

�������	����	��	�����	��������� 

Tekintsük a 14.7. ábrát, ahol egy t m  élhosszúságú négyzet alapú, 

l m  hosszúságú hasáb látható, amelyet hossztengelyével párhuzamos 

áramlásba helyezünk. A h	����	� �	��� �������������� 	� ������
	����


��	����
	���������������������������������
��	�����	�
	�	�����e-

let�����������	��
��� ���
�������!�����"����# 

c c c
t

ce pf pb f= − +4
l

'
. 

���"�����!�������##������������	���������������������������������������������������������

mint a ./0�0(� "�����!������ ��� )������ ���� ���
�� ��� ������������� ����������

csúsztatófeszültsé���#��� ���	����� �������� 
	���
��	��� �����
��
� .���� .//�1(�"�����!����(���

����#� �"	!�� ��	#��
�� 23� �	������ ����)�� �
�� ��������� ���
�� ����������� �� ���������� �����

kerületén (a #���������(���������������		��������������������������"��������#�����#��������

mögötti oldalfalszakasz mellett kialakuló leválási buborék.  

4
������)�� ����� ����� ������� �!��� �� ����#� �������������������� ��� l hosszúságtól! A 

mérések szerint l t = 0 (négyzet alakú síklap) és l t = 5 esetén a ce  értéke rendre 1.1 és 

0.8. Látjuk, hogy a hasáb hosszának növekedése esetén a ce � �������������"���������
����

(14.8) össze�!����� ���	
��� �"������ ������ ������� ��� ��������
� ��
����������!�����#���

���	������	�����	�������##��5��������	�#����ható, hogy a hasáb hosszának növelése nem 

befolyásolhatja lényegesen a cpf  átlagos homlokfali túlnyomás értéket. A ce  csökkenését 

tehát a hátfali nyomás növekedése okozhatja.  

A hasáb hátfala leválási buborékban van, amelynek két tulajdonságát emeljük ki: 

− a leválási buborékban a sebességek viszonylag kicsinyek, a v∞  20%-át általában nem 

haladják meg, ezért 	��������	���!�������$���
��	������!������������������; 

l
 

 

14.7. ábra 

(14.8) 
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− �� �������
� #)#�	��#��� ����� �"���� �������� �������� �� ����		����-�������� ������� �����

nyomás határozza meg. Jól használható tapasztalat: 

minél nagyobb a v∞  és������������������"����#���������

határrétegen kivüli áramlási sebesség-vektor között be-

zárt szög, (β ϕ= 2 ld. 14.8. ábra) annál kisebb a nyo-

más a leválási buborékban, tehát annál nagyobb az 

������������������ 

Ezekkel az ismeretekkel megmagyarázható a ce  csökkenése. Ha a hasáb rövid, akkor 

hátfa����##������������
�#)#�	��#����������
���#�����������"�"�����������
��� 
)����
�����

leválás helyéhez közeli, határrétegen kívüli sebesség jó közelítéssel 90°-os szöget zár be a 

v∞ -nel, a leválási buborékban viszonylag nagy depresszió van. Emiatt a (14.8) kifejezésben 

lé��� cpb  viszonylag nagy negatív érték, a ce ����
��������6��������#��������������������

megnövel�!�����#��������������������� �������
�#)#�	�����������������#��������
��.a levált 

határréteg visszafekszik(�� ��� �� ��������� �"	!������ 
��� �
��������� ��������
�� �� �������

mögötti leválási buborékot létrehozó határréteg-leválás. Itt azonban a határrétegen kívüli 

sebesség és a v∞  kö�"��� #���	�� ��"�� ��� ��������� ������ �
��##�� β ≈ °0 , tehát a nyomás 

nagyobb, mint��������������#����7���##��"����������������
��������.�������"����������ce ) 

a β szög további csökkentésével, azaz a hasáb hátsó részének „összehúzásával”. 

���	����	��	������������������ ����������
��
�����������	�������
	��������������������-

másból származó ���. A nyomás a Bernoulli egyenlet értelmében az áramlási sebesség 

�"���������� ��"����������� ,�� ��������
	�	�� �"� �!�!�� 
��� 14.9. ábrán látható lekere-

kítésével� �	����� ���� �� ���������� �"������ 	������ ����������� �
�������#��� ���	�����

ellenál�����	��� ������ egészében is képes ellensúlyozni a homlokfal kerületén, a lekerekítés 

helyén ke�����������	����
���.����	�������
�	����#)#�	���������"	�������������������������

������� �	�������� ��� ��������� �������� ���������� �������
� #)#�	����)������� ����� �##��� ���

esetben �����������	��������	��������	)��( 

 

 

14.9. ábra 

 

��� �������#��� ��	������ l t = 5� �����
���
� ����#� ��������������������� �#�� �������	���

c = 0.2e � �	���	�� ������ ��"�������
� �� ���������� #��������
���� ���������� ��	����� ����	�-

kítésével. 

β

 

14.8. ábra 
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Ha megvizsgáljuk a fali csúsztatófe��!������ 	����	������ �� ������	�� ����� �	��#��� ���-

állapíthatjuk, hogy áramvonalas testek (pl. a szárnyak) esetén a viszonylag kis csúsztató-

feszültség (ld. 11.2. ábra) 	�� ��	������ �������� ������� %������� ����
�� &��� 	��

ellenállás������'� �e������� �
��
�� �����ik ki. Ugyanakkor tompa testeknél a nyomás-

������������� �����	��� ����� ��������	�. A csúsztatófeszültség szerepe abban van, 

amint azt a 11.3. fejezetben lát�)��� ����� ����		����� ��������� ���
������ �����������

megváltoztathatja a test körüláramlásá������������it és ezen keresztül a nyomásmegoszlást. 

14.5. Porszemcse süllyedési sebessége 

��������#��������%�#����	!����
����	������
��	�����������
������������#�����#������������

mozgásának ismerete igen fontos a mérésük, leválasztásuk szempontjából. Itt a szokásos, 

d = 0.01-50 mp µ � ����	���� ��������� ��)���� �"���#��� ����� �!������������ ��#��������

hatá	���)����������������������)����������#���������%�#�����	��)��������
���	��������	��

ws  sebességgel süllyednek. A szemcse körül kialakuló áramkép akkor stacionárius, ha azt a 

szemcséhez rögzített koordináta-	������	#����
������)��������������
����	���������8s kis 

értéke miatt a gömbnek tekintett szemcse körüli relatív áramlásra felírt Reynolds-szám: 

Re /p s pw d= ν  általában igen kicsiny (Re<1), tehát az ��	�����	��	��������������	���	�

	�� ����������. Ilyen Reynolds-���������� �� �"�#	�� ����� ����������� �	��� ���� �"���%�
� ��

Stokes-formula: 

F d we p= 3πµ
, 

ahol w m s/  az közeg zavartalan relatív sebessége a porszemcséhez képest. A (14.9) 

összefüggést Stokes a linearizált Navier-Stokes-egyenlet megoldásával kapta meg. Kis 

Reynolds-����������������.9�/:(����������#��������������������������������
��	������
��������

nem lineáris tagok elhanyagolhatók (az egyenlet linearizálható), és adott peremfeltételek 

�������� ��� ������������������������ %����������	������ �	�����#��� �� ���!���i nyomás- és 

csúsztatófeszültség megoszlás kiszámítható. Ezek integrálásával adódott a gömbre ható 

�	�����
� ����������� �	�� ����
� �
���������� 6�� �� ./0�9(� �
��������� #����������%��!�� �� ./0�/(�

összefüggésbe, a ce������������������	���� 

ce
p

= 24

Re  

összefüggés a���
��� .,�� �� �
�������� �������� �� �����	� ������������������ �
������������ �
��

Reynolds-számok esetén. Megjegyezzük, hogy a gömbre vonatkozó ce − Re  görbe, a 

hengerre vonatkozó 14.2. ábrán látható görbéhez jellegre igen hasonló.) 

(14.9) 

(14.10) 
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Írjuk fel a ρ� � ��	�������"���#����!�������ρ� � ��	��������	�������	��������	���������ú-

lyát: 

d
g d wp

p f p s

3

6
3

π
ρ ρ πµ− =� � ,  

��
#���� süllyedési sebesség: 

w
d g

s
p p f

=
−2

18

ρ ρ

µ

� �
 .  

6�����"���� �������� ����	�ρf  elhanyagolható ρp  mellett. Pl. Egy d mp = 5µ � ����	���� �e-

��������������!�������
���#�������������#���1���;�����Rep  értéke pedig 7 10 4. − . 

(14.11) 



15. Összenyomható közegek áramlása,  

gázdinamika 

Ebben a fejezetben olyan áramlásokkal foglalkozunk, amelyeknél az ��������	
���
����


���� �������
��� �����
��. Az 1.fejezetben leírtak értelmében a gázok� ��������� ������ 	�

nyomásváltozás hatására nagy mértékben változni. Ezért nevezzük az áramlástan össze-

nyomható közegek áramlásával foglalkozó részét gázdinamikának.  

15.1. Az energiaegyenlet 

A 15.1. ábrán az áramló gáz egy gondolatban elhatá-

rolt, V térfogatú, elúszó része látható. A gázrésznek  

− ���
������������ 

− mozgási energiája és 

− helyzeti energiája van. 

 

 

A vizsgált gázrész energiáját 

− a ���������������������, ezen belül 

 •  a nyomásból és 

 •  az alakváltozás miatt a súrlódásból szár��
���������������� 

− ���	�������������������������� és  

−    a ���ramlás változtathatja meg.  


���
����	��	��	����������������	�
��������	�����	����������������
	����������	��������� 

��

�������� �
� 
������
�����
� �	
��� ������
��� ���������
��� �
� ������������� �� ���-

���

������������� 
����������
����

����
����������������kell figyelembe venni. 

Szorítkozzunk stacionárius áramlásra.  

Írjuk fel a kapcsolatot a 15.1. ábrán látható V térfogatú ��
��������������������
������
��

változása és a gázon végzett munka között:ce−R 

d

dt

v
c T dV v p dAv

V A

2

2
+

�
��

�
��

= −� �ρ
 , 

ahol c
J

kg Kv
�
	



�
�

  �����������������������������. 

 

15.1. ábra 

(15.1) 
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A (15.1) kifejezés bal oldalán a gondolatban elhatárolt, V térfogatú gázrész mozgási és bel-

�������������	�������������������������������	���	��	�	��������������������������
�����á-

�	��
	� �	�������������	�����������	��	��
����!����������������������
������������
	���

(−p dA �	�����������!�������	������ ������� v  sebességgel való szorzata a teljesítményt ad-

ja.) A (15.1) összefüggés bal oldalára vonatkozóan írható: 

d

dt

v
c T dV

t

v
c T dV

v
c T dVv

V
t

v

V t t

v

V t

2

0

2 2

2

1

2 2
+

�
��

�
��

= +
�
��

�
��

− +
�
��

�
��

�

	





�

�



� � �→

+

ρ ρ ρlim
∆

∆
∆ � � � �  

 


��"#�$����������	������
����%������������������	�15.1. ábrán + és – jellel jelölt térfogatok-

�	����
���áztömeg energiájának különbsége van, (hiszen – miután stacionárius áramlást té-

telezünk fel – a közös rész energiája kiesik), amit az impulzustétel levezetésénél (ld. 

8.1.fejezet) alkalmazott módszer felhasználásával az alábbi módon írhatunk fel: 

d

dt

v
c T dV

v
c T v dAv

V

v

A

2 2

2 2
+

�
��

�
��

= +
�
��

�
��� �ρ ρ . 

A (15.1) összefüggés jobb oldalán ρ-val szorozva és osztva: 

v
c T v dA

p
v dAv

A A

2

2
+

�
��

�
��

= −� �ρ
ρ

ρ .  

Bal oldalra rendezve az integrálokat és kihasználva, hogy az integrálási tartomány meg-

egyezik: 

v
c T

p
v dA

v
c T v dAv

A

p

A

2 2

2 2
0+ +

�
��

�
��

= +
�
��

�
��

=� �ρ
ρ ρ

. 

A (15.3) kifejezés felírásakor figyelembe vettük, hogy  

c T
p

h c Tv p+ = =
ρ  , 

ahol h [J/kg] az entalpia és cp [J/kg/K] az �������������
�������������. 

(15.2) 

(15.3) 

(15.4) 
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Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt a (15.3) kifejezés felületi integráljára:  

�
� � � �� ���

�
� � � ��

�	
�
�

� � �
�

� � ��� � ��

�

�

�

�

� �

�

� �

� �

� �

� �



+
�
��

�
��

= +
�
��

�
��

�

	





�

�





=

= +
�
��

�
��

+ +
�
��

�
��

�

	





�

�





=

� �

�

ρ ρ

ρ ρ� � �

 

A folytonosság (3.6) összefüggése értelmében div v
t

ρ ∂ρ
∂

� � = −  és miután az áramlás stacio-

nárius 
∂ρ
∂t

= 0. Ennek figyelembe vételével a (15.5) összefüggés: 

grad
v

c T v dVp

V

2

2
0+

�
��

�
��

=� ρ
 

alakra hozható. 


�� ��������� ������������ &� ������	�� ������� 	����� ����� � �	� 	�� ������	������ ������� 
��

integrandusz akkor zérus, ha 
v

c Tp

2

2
+

�
��

�
��

 az egész térben állandó, vagy ha változik, a 

grad
v

c Tp

2

2
+

�
��

�
��

� ���������� 	� �  sebességvektorra, azaz a 
v

c Tp

2

2
+

�
��

�
��

 egy áramvonal 

mentén állandó. 

!
�����������������
������
�����
����

���������	
���
�� �������
�������
���
������
��

fejezi ki, hogy a gáz kinetikai energiájának és az entalpiájának összege az áramvonal 

mentén állandó:  

v
c T állp

2

2
+ = .

 

Osszuk végig a (15.7) egyenletet cp -vel: 

T
v

c
T áll

p
ö+ = =

2

2
.
 

ahol T (vagy Tst  ) [K] a 
������
������
�����, T
v

c
Kd

p

=
2

2
[ ] a ��������
������
���������

������	


����"�������T Kö [ ]�	


�����
�����#� 

Az energiaegyenlet (15.8) alakja tehát úgy is megfogalmazható, hogy súrlódásmentes, h��

szigetelt közeg stacionárius áramlása esetén áramvon������
�	


�����
�������������. 

(15.5) 

(15.6) 

(15.7) 

(15.8) 
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Alkalmazzuk az energiaegyenletet egy tartályból��������	��
�
��
������������15.2. ábra). 

��������������������
���
��T0 �����
�
���

�


��
�����
�� 

�
��
������ 
�� �� �
�
��
�������� 
��� ���� torl���������	��, 

��
���
�����
�����������
�
��������
���
�
����� �� � � torlópont-

����	
���
������
���� �!���"
�����
�
����
��
��
���#$�%&�����!���

������������������'��
�������	(����������
���������(�����)�)������

0 és a t pont egy áramvonalon van): 

 �
�

�
�

�

��
�

�

�
	

	


 



 

+ = +  . 

Miután � � �	 	= = , adódik, hogy � �� = 	 , azaz a ��	����������	������	��������	
���e-

tet méri.����(���������	(������������
�
���#''��*
�

�


����������
�����
��
������������

�����	��
�
����
������
&������
���
������$�+-�
���������������
���
�
���������
�
�����e-

�
��� � � �
 �� = �	� � �  állandó ny���
��� �
��� "�!��!��
�� 
�������� �� = �		 
 �	
 �� � . 

(Leve���


��������������
������
���
��� �� = � ��

� �  kifejezéssel számítható.) 

15.2. A Bernoulli-egyenlet összenyomható gázokra 

Írjuk fel a Bernoulli-egyenletet (4.29) alakját áramvonal mentén, súrlódásmentes és h��

szigetelt közeg sta�����	��
��	����
�	������	
	�

�������
�����
����������
��������u-

���� 
�	����
�
��

� �
� ��
���
�
��� �� ���
��� �� �
��
� �
 ��
����� !���������� ��
��-

ropikusak. ,�
����(���
�����(���������
�


������
���
����
������
���(-
��������"
�náll: 

�
���

�

ρ ρκ κ
= =� �

�
 

ahol κ =
�

�

�

�

 azaz a�
���
���-
����������
�"�������
������
���"
!
��
����.����
�"���
�
��
�

véve (ld. 4.4.fejezet) a Bernoulli-egyenlet: 

v v dp

p
p

p
2
2

1
2

2
1

2−
= − � ρ� �  

alakban írható fel. 

 

15.2. ábra 

(15.9) 

(15.10) 

(15.11) 
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Kifejezve ρ− � � 	� �"#�",�� %�����!�������� ��� �����������)�
�� 	� �"#�""�� %�����!����� �����

oldalába  

� � � ��

�

�
�

� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�
�

�

�

�

�−
= − = −

−
=

=
−

−
�
��

�
��

�

	








�

�








−

− −

�
�

�

�

�

�

κ

κ

κ
κ

κ
κ
κ

κ
κ

ρ
κ

κ ρ

κ
κ ρ

 

A (15.12) összefüggés rendezése után eljutottunk a végeredményhez: 

� �
� �

��

�

�

� �

�

�

�

�

�

�
�= +

−
−
�
��

�
��

�

	








�

�








−

κ
κ ρ

κ
κ

�
 

Legyen adva egy áramvonalon az 1 és a 2 pont. Tételezzük fel, hogy az áramlás stacioná-

���� � �(������������� �����������
��������1������ ������� 	��"������	�� 	�  sebesség, a p1 

nyomás és a T1 ��������������'���	���	�������������	����	�����%���������������	�$����t-

ban, ahol ismerjük a p2 ��������2�
��(�������������������	�����������������������������	�ó-

dik, hogy az áramló gázban az 1 és 2 pont között lejátszódó állapotváltozás izentrop, azaz a 

������� ��� 	� �������� �	���olatára a (15.10) összefüggés, a sebességekre a Bernoulli-

egyenlet alapján kapott (15.13) összefüggés érvényes. Ezért ez utóbbi kifejezésben 
p1

1ρ
 he-

lyett a gáztörvény alapján ���-���)�
	�	�$������	����
�������������)��	��3� 

v v RT
p

p2 1
2

1
2

1

1

2

1
1= +

−
−
�
��

�
��

�

	








�

�








−

κ
κ

κ
κ

 


��"������	����
����������������	�����%�
�����������)��	����3� 

ρ1
1

1

=
p

R T
. 

A gáztörvény és az izentropikus állapotváltozást leíró (15.10) kifejezés felhasználásával 

meghatározható a �����
�������

���: 

p

p

p T R

R T p
2

1

2

1

2 1

2 1

= = ⇒
ρ
ρ

κ

κ

κ κ κ

κ κ κ

T

T

p

p
2

1

2

1

1

=
�
��

�
��

−κ
κ

 

(15.12) 

(15.13) 

(15.14) 

(15.15) 



171 

A nyomásviszonyból a 
���
����

����	��"#�",������������	�	����������������3 

ρ
ρ

κ
2

1

2

1

1

=
�
��

�
��

p

p . 


��"#�"#������"#�"4�������������������
���
����

�����
��������
�������

������" 
��a-

ta határozható meg: 

ρ
ρ

κ
2

1

2

1

1
1

=
�
��

�
��

−T

T . 

Helyettesítsük be a (15.13) összefüggésbe ismét az R T1 kifejezést és a (15.15) összefüg-

gést! Eredményül kapjuk:  

v v R T
T

T2
2

1
2

1
2

1

2

1
1= +

−
−

�
	



�
�



κ
κ

. 

 Miután 
2

1
2

κ
κ

κ
R

c a
c

cp
p

v−
= =  felhasználásával, T1-gyel való beszorzás után a  

v v c T Tp2
2

1
2

1 22= + −� �
 

����������	����� �	��������	�	�)���������	��������	�����������
������������	������"#�5��%sz-

sze�!������������������������������������3 

c T
v

c T
v

p p1
1
2

2
2
2

2 2
+ = +

 

Ha a gáz tartályból áramlik ki izentrópikusan, akkor a (15.14��%�����!��������
1=0 fi-

gyelembe vételével a kiáramlási sebességre a  

v R T
p

pt
e

t

=
−

−
�
��

�
��

�

	








�

�








−

2

1
1

1

κ
κ

κ
κ

 

ún. izentrópikus kiömlési képletet kapjuk, ahol a ’t’ index a tartályra utal, az pe pedig az 

u.n.�����������
��������������������������

������������������
.  

(15.16) 

(15.17) 

(15.18) 

(15.19) 

(15.20) 
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15.3. A hang terjedési sebessége 

A

A e

A e

 

15.3. ábra 

A 15.3. ábrán egy csövet látunk, amelynek a bal oldali végére egy gumihártyát (membránt) 

����)�!����
��������
	���������%���������	������� �������
����
	���'	����������	���!�!�� �

	�����	������	�������������	��������������	��	�	�	�	���	��	���������%���������
����
����é-

������
������������������	��%���� �	���
����������	 ���������������������������������

Belátható, hogy a gázállapot és -�����������������������
������������	�������������� ��a-

��������	�����6�����������������
��������������������	�����
������	����������������� ��	�

a jobbra a m s/  terjedési sebességgel mozgó hullám az adott keresztmetszetet eléri (ld. 

15.3. ábra). A�������������������������������
���������
���
���� ezért a tárgyalt hul-

lám terjedési sebessége a hang terjedési sebességével egyezik meg, amit a-val a m s= /� �  

jelölünk.  

Határozzuk meg az impulzustétel segítségével, hogy milyen sebességgel halad a nyomás-

hullám. Vegyük fel az Ae �������������!������	������������	����������
����������������	��

áramlás stacionáriusnak, ha az elle��������!���������	�������	�������� a m s/  sebességé-


��������������������������0����������	���������������!��������������	���� a m s/  sebes-

séggel lép be a ρ�����������%��������	�����	����	� ρ ρ+ d ��������������	-dv sebességgel 

lép ki, hiszen a hullá���
�������������	�����������������
�15.3. ábrán felvitt I  és P  vekto-

rok egyensúlyát felírva adódik: I I P P1 2 2 1− = − , azaz  

ρ ρ ρa A d a dv A p dp A pA2 2− + − = + −� �� � � � , 

	������	������%�����
���������
�������������������)������
	�	�����	������- és harmadren-

d�en kicsiny tagok elhagyása után a  

2 2a dv a d dpρ ρ− =
 (15.21) 
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összefüggést kapjuk. Írjuk fel a folytonosság tételét: a dv d a− + =� �� �ρ ρ ρ  � 	������

ρ ρdv a d= �� 0��� �����������)�
�� 	� �"#�$"�� ���������� �	�� ���	��� ����� �	����	 � 	�� a d dp2 ρ =  

ös����!������������� �	������a hullám terjedési sebessége, a hangsebesség: 

a
dp

d
=

ρ  

A (15.22) összefüggés teljesen általánosan írja le az elemi hullám terjedési sebességét egy 

álló, összenyomható közegben, amire vonatkozóan eddig semmilyen kikötést nem tettünk. 

%�
���� �
� ������ ��������� �������
����� ���	�����
�� ����"�������
�
� ��� �	
��&��

���

izentropikus. Miután ez esetben a (15.10) alapján  

�
� ��

�

�
= = −











�

ρ
ρ

ρ ρ
κ ρ

κ
κ

κ
κ� , amibe behelyettesítve a (15.10) összefüggést  

és a gáztörvényt,  

dp

dρ
= a R T= κ

 

kifejezés adódik a hang terjedési sebességére.  

7��������������� ������	��������������������������������	���������	����	��	�����������t-

�����!����8�����������	��	 ������
	��������������������������������������
���������������

9��
���)�����	������:������������������	� ������	�����
�������
�������	�������	���������e-

�����	����������������
�����������	���
������������������	����9���������:��
���������e-

zetlen sebességének (	�	�����������������������������	����0��������������������
������� �

�����������	���	��	�������������������� �	�	��	����������������������������������	���e-

bességé�����!���	��	������������������������ 

15.4. Áramlások hasonlósága összenyomható közegek esetén 

A 12. fejezetben foglalkoztunk az áramlások hasonlóságával és megállapítottuk, hogy két 

áramlás hasonló, ha az azokat leíró dimenziótlan differenciálegyenletek azonosak, és a 

"����������������
��������
����'�������
�������������
�������������������(# A 12. fe-

jezetben az összenyomhatatlan közegek áramlására határoztuk meg a hasonlóság feltételeit, 

hiszen a Navier-Stokes-egyenlet ρ = áll.  esetén érvényes. Ebben a fejezetben összenyomha-

tó gázok áramlására vonatkozóan határozzuk meg a hasonlóság további feltételeit. 

A (12.2) összefüggés jobb oldalának második tagját a differenciálegyenletet a 12. fejezet-

������)��	������������������������	�)�����–������������
�
� ������	������������
�������3 

(15.22) 

(15.23) 
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A differenciálegyenlet azonosságának feltétele tehát az  

Eu
p

v
= 0

0 0
2ρ  

Euler-szám azonossága a kismintánál és a nagy kivitelnél. 

A (15.6) összefüggés alapján a 

vgrad
v

c Tp

2

2
0+

�
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�
��

=
 

alakban is felírható az energiaegyenlet. Ha kifejtjük a (15.26) összefüggést, a  

v
x

v
c T v
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v
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adódik az energiaegyenletre. Dimenziótlanítsuk a (15.27) összefüggést  l0

0
3v

-nel végig-

szorozva az egyenletet: 
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A dimenziótlan energiaegyenlet akkor azonos a kismintánál és a nagy kivitelnél, ha a  

c T

v
azonosp 0

0
2

= .
 

(15.24) 

(15.25) 

(15.26) 

(15.27) 

(15.28) 

(15.29) 
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A (15.25) kifejezés átalakítható: 

p

v

R T

v

R T

v

a

v
azonos0

0 0
2

0

0
2

0

0
2

0

0

2
1

ρ
κ
κ κ

= = =
�
��

�
��

=
. 

Ha a (15.25) és (15.29) kifejezések értékei azonosak a nagy kivitelnél és a kismintánál, ak-

kor hányadosuk értéke is: 

p

v

v

c T

RT

c T

c c

c
azonos

p p

p v

p

0

0 0
2

0
2

0

0

0

1
1 1

ρ κ
κ

κ
= =

−
= − = − =

. 

A (15.30) és (15.31) feltétel akkor teljesül, ha  

κ =  azonos és a Mach szám Ma = =  azonos.
v

a
0

0
 

Az áramlások hasonlóságának feltételeként a 12. fejezetben felsoroltak mellett a κ és a 

Mach-szám azonosságát is biztosítani kell. 

15.5. Gázok kiömlése tartályból, a Laval- 
� 

A (15.20) kifejezés stacionárius, izentrópikus áramlás esetén kapcsolatot teremt a tartályból 

�%����������	�����
���������� �	��	������	����
������8t������������������t nyomása, vala-

mint a kiáramlás helyén a gáz�������	����
������������%�%��3 

v R T
p

pt
t

=
−

−
�
��

�
��

�
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�








−

2

1
1

1

κ
κ

κ
κ

. 

Ábrázoljuk adott pt tartálynyomás esetén a v kiáramlási sebesség függvényében a p ellen-

nyomást!  

 

15.4. ábra 

(15.30) 

(15.31) 

(15.32) 
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A p-v görbe a 15.4. ábrán látható. A maximális kiáramlási sebesség (vmax ) p = 0-hoz tar-

tozik: 

v R Ttmax =
−

2

1

κ
κ  

Vizsgáljuk meg a p-v görbe ��������! A természetes koordináta-rendszerben az áramvonal 

����������������	�����)���0����-�������������;�$#�������������3� 

dp

dv
v= −ρ

. 

A 15.4. ábrán látható görbének v = 0-nál és v = vmax -nál van �&


����
��������� (utóbbi 

helyen p = 0, ezért ρ = 0). Közben a 
��

��
-nek minimumának kell lennie. Keressük a -

dp

dv
 

maximumát a v függvényében! Differenciáljuk a (15.34) kifejezés jobb oldalát v szerint, és 

����!���������
��������	�3�
d v

dv
v

d

dv

ρ ρ ρ
� �

= + = 0. A láncszabály alkalmazásával: 

v
d

dp

dp

dv

ρ ρ+ = 0 �	������	��"#�<;�������������)����
������ρ kiemelése után a  

ρ
ρ

ρ1 1 0
2 2

2
−

�
	



�
�

 = −
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�
�

 =v

dp d

v

a/
 

kifejezés adódik, miután a (15.22) kifejezés alapján felismertük, hogy a zárójel második 

�	����	����
���������	��	��	������������������������������
�
dp

dv
-nek tehát  v = a, azaz 

Ma = 1�
���������

��
�����������
�
�������
�������
��
���

������������
��������������

�������
�����
�������
������
�������������
���

�����#� 

Vizsgáljuk meg, hogy milyen A csatornakeresztmetszet felel meg az adott áramlási vi-

szonyoknak? Az áramlás stacionárius, ezért a kontinuitás összefüggése a (15.34) figyelem-

bevételével az alábbi módon írható fel: 

q v A
dp

dv
A állm = = − =ρ .

 


���� ������
)��������� 	�� ������� �	��%���� v = 0 és p = 0 értékekhez tartozó helyein), a ke-

resztmetszet A → ∞. Az A keresztmetszetnek ott van minimuma, ahol a − dp

dv
-nek ma-

ximuma van, azaz a p-v görbe inflexiós pontjánál, ahol a v sebesség a helyi hang-

sebes
������ �������# Egy adott q kg sm /  tömegáramhoz felrajzolható az A csatornake-

resztmetszet változása a p függvényében (ld. 15.4. ábra). Az adott áramlási sebesség, nyo-

(15.33) 

(15.34) 

(15.35) 
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���������������
�������������� ��� 
	�����������
����������������

	��

������������

�����������

����

���� 
��������������# 

&��������������	����	����������������	�����!��-��
!��������	�	�����������/�����	�����é-

szetes koordináta-������������ 	�� ��	�
��	�� ��������� �������	�� ���)��� 0����-������������

(4.25) indulunk ki: 

v
v

e

p

e

p

e
a

e

∂
∂ ρ

∂
∂ ρ

∂
∂ρ

∂ρ
∂ ρ

∂ρ
∂

= − = − = −1 1 1 2

. 

Miután a kontinuitásból ρv A áll= ., d v Aρ� � = 0 , azaz d v A dv A v dAρ ρ ρ+ + = 0 �	������ 

d dv

v

dA

A

ρ
ρ

+ + = 0
 

adódik. 


� �"#�<4�� %�����!�������� vdv a
d= − 2 ρ
ρ

. A 
dρ
ρ

-�� �������
�� �"#�<5�� ������������� ��� ���e-

lyettesítve kapjuk 

vdv a
d

a
dv

v

dA

A
= − = +�

��
�
��

2 2ρ
ρ . 

=�	�	�)���������	��"#�<+��%�����!���������	����3 

v

a

dv

v

dv

v

dA

A

2

2
= + ,  

	������ 

Ma
dv

v

dA

A
2 1− =� �

. 

A��"#�<>��%�����!��������	��	�������%
�������������
���	������3 

α/ Ha Ma <  1, akkor dv / v >  0  -hoz azaz gyorsuló áramláshoz dA / A <  0 , azaz 

������
� ����������  
	������ ����

����

��� '�����
��(�� ��

���� ������
��
�

(dv / v <  0 (�"������	����������

����

���'�����
��, dA / A >  0) tartozik. Ebben 

az esetben a nyomás és a sebesség kapcsolatát a 15.4. ábrán látható p-v görbe inflexiós 

���������	��	�����������)��	���� 

β/ Ha Ma > 1��������	������
���

����
��	����������

����

���'�����
��(������
��# 

Ez az állapot����������	��%���������6�����������������	�������	�	������ 

(15.36) 

(15.37) 

(15.38) 

(15.39) 
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γ/ dA / A �	���������� �	�	��	�����������������������
	������������������������	� �	����

dv / v = 0 vagy Ma = 1��'	�	���������������������������������	����	����������������ö-

vekszik (ld. 15.4. ábra), a ����
���

������ ��
���� 
���

����� ����
���� ������
� ��

keresztmetszet minimumánál éri el a hangsebességet. 

δ/ Ha Ma 1≠ , és dA / A = 0  �	���������������������������
	�� 

?����������
�����������	����	�����������������������	���%������� ��	����zzuk meg a közeg 

����������� 	� ����������� ������������������ 	��	�� 	�� ������� � 	������ 	� Ma = 1, azaz 

� 
� �= . (A *�����	��%
�����������	�������������������������������	����*���������	��energia-

egyenletet�	� �	��������������������������	��������	�������������������������� (*) között fi-

gyelembe véve, hogy � 
� �=  és felhasználva a hangsebesség (15.24) kifejezését: 

� �
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(15.40)-����– figyelembe véve a (15.15) és (15.17) kifejezéseket – meghatározhatók a leg-

�����������������������������	��	������	����
�������������	�����������ányadosai: 

�

��

�

�=
+

=�

�

 ���

κ
� �

 

�

�

�

�� �

� �

�=
�
��

�
��

=
+

�
��

�
�� =

− −

κ
κ

κ
κ

κ

� ��

�

 ��� �

 

ρ
ρ κ

κ κ� �

�
� �

�

�
=

�
��

�
��

=
+

�
��

�
�� =

− −

�

�

�

��

�

  �� �

. 

A (15.41) –��"#�;<��%�����!�������������������������������������κ = 1 4.  (azaz kétatomos 

gázok) esetén érvényesek.  

Foglaljuk most össze, hogy milyen gyakorlati következményei vannak az 

eddigi megállapításainknak. Legyen adva van egy tartály, amelyben adott a 

gáz állapota: T ,  p ,  t t tρ . (Ez utóbbit a gáztörvénnyel számolhatjuk ki az 

������������ ��������������1������	� �	�������	������� �	�15.5. ábrán látható 

)���

���*���	�����&��
��������������

����������

����

�������iöm-

lés helyén van.�1������	��!������������������ p pe t< , amit változtatni tu-

dunk. Ha p pe t/  közel van az 1 értékhez, pl. > 0.95, akkor jó közelítéssel használhatjuk 

a Bernoulli-����������������
���������������
���
�����özeg áramlására vonatkozó ösz-

szefüggést a v kiömlési sebesség számítására: 

(15.40) 

(15.41) 

(15.42) 

(15.43) 

 

15.5. ábra 
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v p pt e= −2

ρ
� �

 

Tovább csökkentve a pe��������������	�����������������	������������
��������	���%�����

során, hogy a ρ = áll . feltevés már nagy hibát okoz. Ekkor a (15.20) összefüggéssel szá-

molható a kiömlési sebesség.�
��%�����!������������	�ó, hogy a pe ellennyomás csökken-

tésével növelhetjük a kiáramlási sebességet. Amikor a p / pe t  csökkenve eléri a 0.53 értéket 

(κ = 1.4 �������� �	�������������������	���������������	�kiáramlási sebesség eléri a helyi 

hangsebességet:  

� 
 � �� � �= = κ
, 

	���� 	� ����������� ������������������ ��
�� ������������ 	� �"#�;"�� %�����!����� �����������

� ��
� �= 
 ��� . Tovább csökkentve a pe  ellennyomást azt tapasztaljuk, hogy a kiömlési 

sebesség nem növekszik tovább, a kilépési keresztmetszetben a gázsebesség és a gáz ál-

��"��������
��������
�������#�!���������"���������
����
����������� �������

������'�i-

��"�(�����

����

����������������
���������
��������� pe  ellennyomással, nagyobb 

annál, a (15.42) összefüggés értelmében � ! 
���"� "�
� . Mi lehet ennek a jelenségnek az 

oka? A tartályból kiáramló közeg a pt és a pe nyomások különbsége hatására gyorsul. Ha 

��%������!�� 	�� ������������ � 	� �	�������� �)
!����� ���� ������� ������ 	� ��%�����)������ �e-

resztül a tartályba, megváltoztatva a nyomásmegoszlást a kiömlés környezetében. A meg-

változott nyomásmegoszlás hatására a közeg nagyobb mé��������������� �	�	��	���������e-

������� ���� '	� �����!�� 	� ������ �	�������������� ���������� ����������� 	� ����������� �e-

resztmetszetben, az ellennyomás további csökkenésével kapcsolatos „információ”, 

amely egy nyomáshullám alakjában éppen hangsebességgel terjed, nem képes átjutni 

a legsz�kebb keresztmetszeten. Az ellennyomás változása tehát nem tudja módosítani 

a nyomás����

��
���� ���������
�����	���
� ���

����������

����

�����	
	��# A gáz 

������	������������������	� ����������������������������9���6�	������:�	� �	������	����
��

���������� 	� �!���� ��������������	�� 
��� 	� �e/pt nyomásviszonyt, amelynél a kiömlési se-

������� 	� ����������� ������������������ ������ 	� ������ �	������������ � kritikus nyomásvi-

szonynak nevezzük. Ennek értéke κ = 1.4  esetén a (15.42) értelmében  (p / p ) = 0.53e t kr . 

Öss������	��	�� ������	�)��	���� � ����� ��������� ��%�����)���� ������ � �	�

p / p (p / p )  e t e t krit≥  � 	� ���� ������	� 	� ������� ������������������ ����������� 	�� ����n-

nyomással: � �#
� = , a kiömlési sebességet a (15.20) összefüggéssel számolhatjuk. Ha a 

nyomásviszony éppen megegyezik a kritikus nyomásviszonnyal, akkor a gáz sebessége a 

legsz�kebb keresztmetszetben eléri a helyi hangsebességet, ezért a (15.45) összefüggés is 

használható a ��  meghatározására (ami természetesen ugyanazt az eredményt adja, mint a 

(15.44) 

(15.45) 



180 

(15.20) összefüggés). � � � �� � � � "# � # � �	��≥ ��������	�������������������������� ��
�� ����@

�������������������	��"#�"#������"#�"4��%�����!������������������
�����
����������	��3 

�

�

�

�

�

��

#

� �

#

�

� �

�=
�
��

�
��

=
�
��

�
��

−κ
κ κρ

ρ

� �

. 

Ha � � � �� � � �# � # � �	��≤ , ����	���
��'���

�����(�����

����

�������
�������
��
���s-

ség megegyezik a helyi hangsebességgel, ami a (15.45) összefüggéssel számolható. (Ter-

mészetesen továbbra is érvényes a (15.20) kiömlési képlet, de a pe� �������� 	���%���� �e-

���������������� 
	������	�� ��
�� ������� � κ = 1.4  esetén 0.53 pt -t kell helyettesíteni.) A 

�������	�������������	��"#�;"������"#�;<��%�����!���������������	����� 


� ����	��� 	��	��	������ �������������� ���
�-

������ ������	�����������������	�������nyomásnak 

�������������	� �"#�$,��%�����!���������������	���

sebességre felgyorsítani. Ezért a 15.4. ábrával 

kapcsolatos meggondolások alapján a 15.5. ábrán 

látható ����!����������	����������
!������
�����é-

szítjük ki, amivel a 15.6. ábrán látható Laval-

csövet kapjuk. Az ábrán a Laval-����	��	�����������

másik tartállyal köti össze, amelyben az ellennyo-

más a kiáramló gáz mennyiségének változtatásával 

változtatható. A Laval-���� 	�	���� ��	��	��	�� ��l-

�!�����!��	��������
����������	������������������ 

Írjuk fel az adott �� és A ki � ����������� ��� ������� ����������������� 	�kontinuitás törvé-

nyét!  

$ � � � �% �� �� ��= =ρ ρ� � �

 


�����������������������������
��	��������������������	��"#�;$� ��"#�;#������15.47) ösz-

����!����� ����	��������
	�� ���������!�� ���� 
� ������� ����������������� 
��	������ ������-

ségeket pedig annak a feltételezésével, hogy a közeg a pe ellennyomásra leexpandál a tar-

tály és az A ki  keresztmetszet között. Ebben az esetben a (15.15) és a (15.20) összefüggések 

használhatók: 


  � 
 ��
�

�
�

� �

� � �ρ κ ρ
κ

κ
κ

κ
κ

� � �� �
#

�
�

#

�

� � � �
�

�
� �

�

�
=

�
��

�
�� −

−
�
��

�
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−

 

(15.46) 

 

15.6. ábra 

(15.47) 

(15.48) 
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A (15.48) összefüggés adott keresztmetszetviszonyhoz két megoldást ad a �# � � �  nyo-

másviszonyra, azaz adott pt tartálynyomáshoz két pe ellennyomás tartozik, amelyeknél 

�� �������� �
� �� ��	�������

����

��� �	
	��� �
�����"ikus állapotváltozáson keresztül 

��������
����������	
���������
���

���������

����������

����

�����������������g-

sebességet. A 15.6. ábrán e két ellen nyomást a B és D pontok jelzik.  

Vizsgáljuk meg a B pontba futó görbe esetén az áramlás lefolyását. A gáz a Laval- 
��



������ ��

��� ����
��� (α eset, ld. 181. oldal ), majd a ���

����������

����

������

sebessége eléri a hangsebességet (Ma = 1, ld. γ eset). !����

����������

����

��������

a közeg nyomása csökken,� 
���

���� ��, Ma > 1, azaz a β eset értelmében gyorsuló 

áramlás��
�������� 
�������
��#� 

8������!��	�A������	�������%������
�����������������������������	��%����	����������������

����������������������� �����������������	��	������������ �majd�����
����	��������o-

más miatt lassulni kezd (Ma < 1�	����������������������������������0�����	����������	��

α pont értelmében �������  
�����������  
	����� �� 
���

���� �� �����
��� �����

������

���������	���#� 

Ha az ellennyomás nagyobb, mint pD , akkor a közeg izentropikus állapotváltozáson ke-

resztül expandál le az adott nyomásra (ld. 15.6. ábra D és E pontok közé kifutó görbék). Itt 

a (15.20) kiömlési képlet használható.A 181.oldal δ����������������������	������������lyi 

�	��������������������������������������	6��������	������������������������������������� 

A B és D pontokkal jelzett nyomások közötti ellennyomások esetén nincsen izentropikus 

megoldás, a gáz egy ún. lökéshullámon (hirtelen nyomásugráson 15.6. ábra ML) keresz-

tül lassul le�	�
�B�	�������������	�
�C�	����������� ����%�����������	�	�15.6. ábrán látható 

�������������������������� 


�D����A���������%�%���	��%��������������������	����	���������������� ����	�1	
	�-fúvóka 

��
!������������
	���
���������
 lökéshullám mögött Ma < 1, ezért az α eset értelmében 

�%
��
����������������������%����������������	��������D�%�������������������������	��ö-

késhullám megközelíti, majd (� �# &= � �������� ������ 	� ������� ������������������ 
� E� ��� D�

pontok közötti ellennyomá�����������������	�������������������������!����������	��	���� �

	�������������������	���� ferde lökéshullámon (ld. 15.6. ábra FL) keresztül lassul le a 

gáz.  

Ha � �# '<  ��	��
����E���������%�%����	��%����	�������������������������	����	������	��é-

����������	����erde szíváshullámokon (ld.15.6. ábra FSZ) keresztül gyorsul tovább. 

Fontos megjegyezni, hogy a � �# (<  esetén a Laval-��������!����������	�viszonyok nem 

�����
���� �
� ����������
� �����
�
����� ����
���#� +��� "�#� �� ����������� ��	����
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��
�	�����������	��	
��"e értékek �
����������
��������
�������

����������

���t-



�����������������������������
���

�������������
��
���

����������
�������
����a-

����

���������������� 
��������������������������
�������
������
�'���#�
���
��(��r-

����������������#� 

15.7. A nyomáshullám terjedése 

'������!��������	�������������
�������������	�����	�	��
������	��v = 0 esetén egy vizs-

������	���������	�����������	�	����������������	����������������������������
�� r a t=  su-

garú gömböt alkot. Ha v ≠ 0, a gömb középpontja az A ponthoz képest az áramlás irányába 

� �⋅  távolságra mozdul el (ld. 15.7.a. ábra), hiszen az áramló közegben továbbra is 

 

 

15.7. ábra 

�������������	�����������������������������	���������������
�C�	 �	�	�� Ma < 1 esetén a 

hullámfront helyzetét a 15.7.a. ábra, Ma = 1 esetén a b., Ma > 1 esetén pedig a c. ábra mu-

tatja be. Ez utóbbi esetben, ����
���

����� ���������� 
���

���� ������
���� �
� !�

hangforrásból kibocsájtott jelek a tér egy α� �����"

	������������
�������

������
z-

��������#�!
�α, amelyet Mach-szögnek nevezünk, a  

sinα = = =
a t

v t

a

v Ma

1
 

összefüggéssel határozható meg. Hasonló a helyzet álló közegben mozgó hangforrás (pl. 

���!������������� �	����	������	�������
����������%��)��������������	-rendszerben alakul-

nak a 15.7. ábrán bemutatotthoz hasonlóan a hullámfrontok (ld. 4.11. ábra).  

Ha a Laval-������
!�������������	�����������������������

van, akkor ennek jelenlétét a hangsebességnél nagyobb se-

bességgel áramló közeg egy nyomáshullám formájában 

„észleli”, amely α1 szöget zár be a fallal (ld. 15.8. ábra). 

0��	���%��	����	������������	����%���� ��������	�?	����

(ld. (15.49) összefüggést). Hangsebességnél kisebb se-

��

����������
�����
���������	
��������
�����
��a-

��
��)��������*���
�������	
�����������)�����

��*��������������������������
�����e-

rülésére vagy egy test körüláramlására stb.. Ma > 1 esetén a közeg áramlását befolyá-

(15.49) 

 

15.8. ábra 
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soló „nyomásjelek” Mach-szög alatt terjednek és változásokat eredményeznek a se-

besség nagyságában és irányában, vala���������
�����"��������
�����# 

Tekintsük a 15.9.a. ábrát, ahol a egy szilárd fal hirtelen irányváltozása (pl. a 15.6. ábra  

 

 

15.9. ábra 

��%������������������ �%�!��� ������� ����	���� 1������ 	� �	�� ��������� ��	����� ���������� �a-

gyobb, mint a hangsebesség, Ma > 1, a nyomás itt legyen p1 .  

Az a/ esetben a sarok mögött a nyomás legyen kisebb: � ) �� � ����0��	�������	�������������

Laval-���� ������ ��	� 	� � � �� # '≤ <  , ld.15.6. ábra��
��	��������%���)��� ����	����������

��	��	�����9
���������������:�	��	���������������� ��	�	�����������	����� �	��	��	��������a-

mos áramvonalakkal α1 Mach-szöget bezáró ferde szíváshullámot elérik. A szíváshullá-

mon áthaladva �� �����������������
� �����
 
	�����
� �� ����
���� �� �	
��� ��

��� ��

hul����
&��������������
� �������������
�������?�
������	�?	 ���%�����	�?	��-szög, 

és így az α értéke (α α� �< ). További szíváshullámok indulnak a sarokról, amelyek hatásá-

ra az áramló közeg iránya tovább változik. (A valóságban elemi szíváshullámok indulnak a 

sarokról, és hatásukra folyamatosan változik a sebesség iránya és nagysága. Az ábrán látha-

tó vé���������
���������������������������������������%������������������������������ 

A b/ esetben legyen p p2 1> , azaz a sarok mögött nagyobb a nyomás, mint az áramló közeg 

nyomása, ami a 15.6. ábrán a � � �' &< < ��������������������
��	����������%���)����%��g-

részek egy α1 Mach-��%��	�	��� ������� �	�15.9. ábrán A-val jelölt nyomásnövekedési hul-

������ ���������� ����

����� ������ 
����� ���������������
��� ��

&���� �� �	
����,� �
�

áramlás iránya felfelé térül el, a Ma értéke a hullám után kisebb, az α�����1����-e a sa-

rokról induló további olyan hullámot rajzolni, amely áramvonallal bezárt szöge nagyobb, 

�����	���������������?	��-szög, azaz α α� �> ? Az ábrán láthatóan ilyen hullámot csak az 


�����������������	��	���������	������3�E������������ �	�i természetesen a valóságban nem 

jöhet lét����
��������%
�������������������������9%���������%����: � ��� igen vékony 

lökéshullámot alkotnak (ld. 15.9.b. ábra�D������������� �������������

������������
���

'
���

��������������
���������
�
��#(�����


������ltozása következik be. Ez az „ösz-

��������%���:�	��	���������������������	����
�15.9. ábrán látható, abszolút rendszerben ál-

ló hullámok az áramló közeghez képest hangsebességgel mozognak az áramlással szemben. 


��	�������������)
����������������	��%
��
��������������	������������	����%���� ��i-


���	�����������	������������� �����%������0�����	���)
�������������������������������e-
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rülnek. Nyomás�%
����������������������	����	��	����	������������	�����	������� �������

	��������klet és így a hangsebesség is, és csök����	����	����������������0�����	����	��	��

��	������������	�����	�����������������������������	������ �	�	��	������������������9��l-

torlódnak”: lökéshullám keletkezik.  

15.10. ábra 

Az 15.10. ábrán Ma = 1 5.  esetén láthatók egy csatornában a csatorna falának egyenetlensé-

����������������������������� �	��������	��	�����������%���	��"#�;>��%�����!����������á-

����	����� 1���	��� ��
����� ���� ���������� �%��������� � 	����� ����� 	�� ��	����� ����������

kisebb a hangsebességnél (ld. 15.6. ábra).  

Hasonló lökéshullám keletkezik egy hangsebességnél nagyobb sebességgel haladó test, pl. 

�%��������� �����15.10. ábra), hiszen a gömbhöz rögzített koordinátarendszerben a test felé 

��	�����%������������������������� �	���	���������%
�������
����������!����0��	��%�����l-

lám amelyet fejhullámnak nevezünk, a távolabb nyomásnövekedési hullámba megy át, 

	�������	�	�����	������������!����������������	�	�
	�	�������������%�%�����������������s-

növekedést okoz, amit robbanáshoz hasonló zajként érzékelünk. Az áramlási sebesség a lö-

késhullám mögött és a g%��������)��������	�����	���������������������	�����(
�������ny-

nyal bezárt kb. 45° szögig kisebb mint a helyi hangsebesség. A gömb felszíne közelében 

hangsebességet meghaladó sebességre gyorsuló közeg 90 -nál°  lassulni kezd, aminek hatá-

sára egy újabb ferde lökéshullám keletkezik a határréteg leválás helyén. 

 

 



16. Akusztikai alapismeretek 

���������	���
��	��
�����
�
�
�
�����
���������������

��������������������zegekben ke-

�
��
���� ������� ��� 
������ ��
���������� �
��������� ���������	� � !�� ����"

� ��� ���������
�

alapegyenleteinek felhasználásával lehetséges, ami mutatja az áramlástan és az akusztika 

közötti szoros kapcsolatot. 

16.1. A hullámegyenlet 

Ebben a fejezetbe
���
���������
�"

� �
��
�����
��
���
����������������� ����������
� �

�������� �� �����	
��� ��
������������� ������ ������
����� ����

���� ������ �������

alakjában terjed. A hang esetén a tér pontjaiban a részecske sebesség v m s/ , a nyomás 

p Pa ��������������ρ kg m/ 3  változik az�	����#����
��"

 ����������#���"

���
��
�
���


��
����� 
������ $�
�	
��	����� �� � ����""%� 2 10 5. − Pa , 20 Pa  pedig már fájdalmat okoz, 

tehát a nyomásingadozások a 105 Pa  atmoszférikus nyomáshoz képest jó közelítéssel 

elemi

���
�	
��
���  

���
������
�
�
�"

��������������� hang terjedési sebességére írható:  

a
dp

d
=

ρ  , 

amely gázok esetén izentropikus állapotváltozást feltételezve az  

a R T= κ
 

kifejezéssel határozható meg. Szilárd testekben a nyomás (negatív húzófeszültség) válto-

zása és a dl l relatív megnyúlás között az E [Pa] rugalmassági modulusz teremt kapcsola-

��� �&	��
�
�"
����
����
�
�����������������������������������	�������������
���	�

�	���

eset feltételezésével írható: 

dp E
d

E
d

= − =l

l

ρ
ρ , 

��	"�������
���
��
���	��
"
����
�����	������
��"

' 

a
dp

d

E= =
ρ ρ . 

(16.1) 

(16.2) 

(16.3) 

(16.4) 
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Tekintsük a 16.1. ábrát, ahol egy a hangsebességgel jobbfelé haladó elemi hullámot ábrá-

zoltunk, amely a se"
����
��� �� 
�������� ��� �� �������
�� ∆v, ∆p és ∆r értékkel változtatja 

�
� �(������
�����	����������
�������"��
���������
��

�r-

����
�ületre, amely a hullám sebességével halad jobbfelé. 

(Ebben az esetben stacionárius az áramlás.) Az x tengely 

pozitív irányítását figyelembe véve írható: 

− + = + −I I P P1 2 1 2   azaz  

ρ ρ ρa A a v A p p A p A2 2− + − = + −∆ ∆ ∆� �� � � � .  

A kontinuitásból a ρ ρ ρa A a v A= + −∆ ∆� �� �  adódik, amelyet behelyettesítve 

kapjuk: 

∆ ∆p a v= ρ
. 

A (16.5) összefüggés a ∆p nyomásnövekedés (amit könnyen tudunk mérni) és a ∆v ré-

szecskesebesség között teremt kapcsolatot.  

�����
��
���"

��	���������
�������
�
��"

�
���síkhullám terjedését, amelynél a jel-

�
�������������)������	
�������������	�������#��


�' 

 nyomás: p p x t= ,� �, 

 �����
���������
'�ρ ρ= x t,� � ,  

 a részecskesebesség: v v x t ix=   ,� � .  

Az egyes mennyiségeket felbonthatjuk, a „0” indexszel jel�
���	��"
�	�������������	
��������

(’-vel jelölve) összegeként. Így pl. a ρ ρ ρ= +0 '  ill. mivel v v x0 0= =, ' v x  a részecske-

sebesség, amit a továbbiakban v -vel jelölünk. Írjuk fel a kontinuitás törvényét és az 

Euler-egyenletet�$�	��
�
�"
����
������������
������

��
	
��

���
repe az akusztikai je-

lenségeknél): 

∂ρ
∂

ρ
t

div v+ =� � 0, azaz  

∂ρ
∂

∂ρ
∂

ρ ρ ∂
∂t

v
x

v

x
+ + + =0 0'� �

, valamint 

 
d v

dt
grad p= − 1

ρ
, azaz  

ρ ρ ∂
∂

ρ ρ ∂
∂

∂
∂0 0+ + + = −' '� � � �

v

t
v

v

x

p

x . 

 

16.1. ábra 

(16.5) 

(16.6) 

(16.7) 
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A (16.6) és (16.7) összefüggések bal oldalának második tagjai a többi taghoz képest elha-

nyagolhatóan kicsik a v részecskesebesség kis értéke miatt. A ρ’-vel szorzott tagok ugyan-

csak elhanyagolhatóak a ρ0-����������������
��
�� ���$*+ +%�����
�#����"���������������	�e-

jezésben a 
∂ρ
∂

∂ρ
∂

∂
∂

∂
∂t p

p

t a

p

t
= = 1

2
�������������
����
��
����������	�
�
�����	
�������������	���

szerint differenciálva kapjuk: 

1
0

2

2

2 0

2

a

p

t

v

t x

∂
∂

ρ ∂
∂ ∂

+ = . 

(Az a� ��
��
"
����� 	��� ��
�	
�	� �	��
�

�	����
�������� 
���
�������� %� ,	��
�

�	����k a 

�

�	��
���
��������������
�
����
�����
���$*+ -%�����
�#������	
�������������)���
�	
�' 

ρ ∂
∂ ∂

∂
∂0

2 2

2
0

v

x t

p

x
+ = . 

.	
���������
�#����"����	�
�
��
�������
��������� ���������
��

����� ���
��
�����������

egydimenziós akusztikai hullámegyenletet: 

1
2

2

2

2

2a

p

t

p

x

∂
∂

∂
∂

=
 

A hullámegyenlet általános megoldása a  

p x t f x a t g x a t p,� � � � � �= − + + + 0  

függvény, ahol p0� ��� 	��"

� ��� ���"

� ����
��� 
��

����	� ����	���� 
����� � �� ��
�������

��������
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�������
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	������l-

lámot leíró függvényt: 

0px
2

t
T

2
cosp̂p +







λ
π±π=

 , 

ahol T s  perió������, λ m  hullámhossz. Bevezetve az f
T s

= �
��

�
��

1 1
 frekvencia, 

k
m

= �
��

�
��

2 1π
λ

 hullámszám, ω π= �
��

�
��

2
1

f
s

 körfrekvencia jelöléseket írható: 

( ) 0pxktcosp̂p +±ω=
 . 

(16.8) 

(16.9) 

(16.10) 
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Vizsgáljuk meg, hogy milyen tulajdonságai vannak ennek 

a függvénynek: Tekintsük az ω t k x−  esetet. Ábrázolja 

t = 0  pillanatban a nyomáshullámot a 16.2. ábra. A ma-

ximális nyomás az x = 0 helyen van, miután t = 0-hoz és 

x = 0-hoz a cosinus függvény zérus argumentuma tartozik. 

Annak érdekében, hogy t t= 1 pillanatban ugyanazt a 

nyomást kapjuk, a függvény argumentumának ugyanakkorának kell lennie: ω t k x1 1 0− = , 

��	"�� 

x

t k

f
a1

1 2

2

2
= = = =ω ω λ

π
π λ

π , 

mivel f a m sλ = /  hangsebesség � �� $*+ **%� ����
�#����"��� ��������� ����� a hullám a 

hang a terjedési sebességével (ld. (15.23) összefüggés) �������
�� ������������ ������

jobbra (ld. 16.2. ábra). Ugyanezzel a sebességgel balra haladó hullámot kapunk, ha az 

ω t k x+  argumentum esetét vizsgáljuk.  

16.2. Hangteljesítmény, intenzitás 

/
�	��	�����
��
������
�
��
����	�����
���
�	��	�����������"�
����
����������
������p-

ressziók és expanziók formájában jelentkezik a hang, amely terjedése során energiát szállít. 

Ha p Pa  nyomás ellenében V m3  térfogatnyit „kiszorítunk” p V J  munkát végzünk. 

!��������"������"

��
��
�������������
�
��
���hangteljesítményre írható: 

P t A v t p t� � � � � �=
. 

A (16.5) összefüggést figyelembe véve írható: p v a= ρ ����	"�� 

v
p

a
=

ρ  

(16.13) kifejezést (16.12)-be helyettesítve kapjuk: 

P t A
p

a
� � =

2

ρ
����	"������átlagos teljesítmény:    P A

p

a
=

2

ρ
. 

 

16.2. ábra 

(16.11) 

(16.12) 

(16.13) 

(16.14) 
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A (16.10) kifejezéssel leírt harmonikus hullám négyzetét 0-tól T-ig integrálva és T-vel el-

������� ���
��
��#�� �� 
������ 
����
��

�� 	��"
�	� �������'�
2

p̂
p

2
2 = . Az effektív hang-

nyomás tehát 
2

p̂
peff = . Ezzel az effektív hangteljesítmény: 

P
p

a
Aeff=

2

ρ  

A mérések során a peff
2 -et határozzuk meg. 

Az 1 2m  keresztmetszetre jutó hangteljesítményt intenzitásnak nevezzük: 

I
p

a
eff=
2

ρ  

16.3. Szintek 

A hangteljesítmény igen széles skálán mozog: a csendes beszédé 10 9− W, egy nagy telje-

sít��
��� ���������
�	��107W is lehet. Milyen skálát használjunk, hogy ezt az igen széles 

tartományt átfoghassuk? Használjuk ki az emberi érzékelés azon sajátosságát, hogy az 

érzékelt változás mértéke (∆é) az inger változás (∆i) és az inger (i) hányadosával ará-

nyos: ∆ ∆é i i~ / 0�� ��	"��� ��� �����
���������� 	
�
�������������������	�'� é i i~ ln / 0� � . Az 

átfogott skála szélessége és az érzékelésünk sajátosságai indokolják, hogy az akusztikában 

alkalmazott fizikai mennyiségek jellemzésére az alábbi szinteket alkalmazunk: 

Hangteljesítményszint: L
P

P
dBW = 10

0

lg , 

Intenzitásszint:  L
I

I
dBI = 10

0

lg , 

Hangnyomásszint: L
p

p
dB=

	


�
�


�
10

0

2

lg , 

ahol a dB (decibel) a szintek mértékegysége. (Itt jegyezzük meg, hogy a fentieken kívül 

������
��
�����
����	�
�
����


�	���
�
���	������
áljuk a dB mértékegységet.) 

(16.15) 

(16.16) 

(16.17) 

(16.18) 

(16.19) 
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A p0 vonatkozási nyomásnak a hallásküszöböt választották: p Pa0
52 10= ⋅ − . 

ρa
kg

s m
� �

0 2
400=  és A m0

21=  vonatkozási értéket választva a (16.15) és (16.16) össze-

függés alapján     I
p

a

W

m
0

0
2

0

12
2

10= = −

ρ� �
     ill.     P W0

1210= − .  

0����
������������	�����
��

���L W ���
��
��
�����
�����
��������L Weredõ e�
�����
��
l-

jesítményét? 

L
P

P

P

P
L dBWeredõ W= = + = +10

2
10 10 2 3

0 0

lg lg lg . 

0�� ���� �#��
"���� L P P és L P PW W1 1 0 2 2 010 10= =lg / lg / � ��
��
��
�����
��� ��
�-

�������
�
��
��
�
��#�����
�
���LWe  hangteljesítményt, akkor az alábbi módon járunk el: 

L
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L L LWe W W= +1 ∆
, ahol 

∆LW L Lw w
= +

	




�
�

�




�
�−10 1

1

10
1 2

10

lg
. 

A 16.3. ábrán látható nomogram meg-

könnyíti a ∆LW  számítását: megmu-

tatja, hogy a hangteljesítmény-szintek 

közötti különbség (L LW W1 2− ) függ-

vényében mennyivel kell a nagyobbik 

(LW1) hangteljesítmény-szintet megnö-

�
�
	�� ����� ��� 
�
���� �
������� � 

Látható, hogy L L dBW W1 2 10− ≥  különbség esetén már el lehet hanyagolni a kisebb telje-

�����
�����
��������$�� ������������%�������������������
�
�����
gteljesítményszinthez. 

16.4. A zaj spektrális jellemzése 

�� ��
����� ������ ��
���"�
� �� ��
�
������ 	��"
�	� �
������
��� 	��
�
��"

� 
������������ ���

igen informatív hangszínkép (hangspektrum), amely megmutatja, hogy milyen frekven-

�	���� ��� ����	������� �����
	���� ����
�
���"��� ���������� 
��� ��� 
�
�
�	� 
�����-	��� �#�g-

��
� � (��� �� � �� �	����� �


	� ��
�� ��
������� *� �" � �����
	���� ����
�
���� ���������� $�� �

(16.20) 
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16.4.a. ábra). A gyakorlatban a hang jellemzésére pl. oktávsávos spektrumot használunk. 

(Egy oktáv az f Hza  alsó és f Hz ff a= 2 � �
���� ��
��

�	��������	� ��
��

�	����� ������

át.) A középfrekvencia: f f f fk a f a= = 2 .  

 

16.4. ábra 

A 16.4.b. ábra egy mérés eredményét mutatja, ahol az egyes oktávsávokban mért hangtelje-

�����
���	
�
�
������������������
��

�	�������	��#���
� ����
�"
�	������
����
�����

��e-

a�������#��
"������
��

�	������
�����'����������
������$�� �12�0�%��	���
����������
t-

�

���������
�����
��3222�0�-nél a legérzékenyebb. Az emberi érzékelés „torzítását” speci-

��	��������
���
�
���	��
�
�"
��


	��������������������
�
���4$�%�-val jelöljük. 

16.5. Irányítottság 

Egy nagy térben elhelyezett, �� �������
����������� �����
���� ������������ ���������
��, 

amely minden irányban egyformán bocsájt ki hanghullámokat, az r sugarú gömb felületén 

érvényes intenzitásra írható: 

I
P

r

p

ag
g= =

4 2

2

π ρ . 

0����
���
�����
��������
����$����������
���
��
��
�����
���
��
��%��������������
����"���

���"��������	��

�������������"
��
��
��#���������
�����������
���"�
����	
tenzitás megvál-

tozását a  �����������������
�����fejezhetjük ki: 

D
I

I

p

a

p

a

p

a

r

Pg g

= = =

2

2

2 24ρ

ρ

ρ
π

. 

Ha egy minden irányban egyforma intenzitású hanghullámokat kibocsájtó hangforrást nagy 

térben helyezünk el, D = 1 érték adódik. Ha a hangforrást egy síkra tesszük, ami a hangot 

visszaveri, D = 2-t kapunk. Ha két sík metszésvonalába tesszük, akkor D = 4 , ha pedig be-

tesszük a sarokba, akkor csak a tér egy-nyolcadába bocsájtja ki a hangteljesítményt, ekkor 

D = 8.  

5	����������
���������������
��
�����
���	
�����
���������	��

���
�
�������	
�����
g-

teret hoz létre, azaz mekkora lesz adott helyen a hangnyomásszint. Legyen a tér kiválasztott 

(16.21) 

(16.22) 
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��
���"�
� ��� 	��
�����	� ��
�
��� 	��
����,������� ��� $*+ 6*%� ��� $*+ 66%�����
�#����
�� �
l-

használásával írható: 

I D I D
P

r

p

ag= = =
4 2

2

π ρ  . 

A vonatkozási intenzitás az alábbi módon írh�����
�����
����
��������
' 

I
p

a

P

r
ahol r m0

0
2

0

0

0
2 0 1= = =

ρ� �
, .

 

Fejezzük ki az I I/ 0  hányadost a (16.23) és (16.24) segítségével: 
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(16.25)-"����
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Vegyük a (16.26) összefüggés mindkét oldalának tízszeres logaritmusát:  

L
P

P

p

p

a

a

r

r
DW = =

	


�
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�
+ + +

	


�
�


�
−10 10 10 10 4 10 10

0 0
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lg lg lg lg lg lg
ρ

ρ
π

� �
 

��	"����	��
�
�"
���
�������( )ρ ρa a0 ≅ ����	�
��������
�
�
�����
�������' 

L L r DW = + − +20 10 11lg lg
. 

Ha tehát a hangforrástól r m  távolságban L dB  hangnyomásszintet mérünk és ismerjük a 

,� 	��
�����	� ��
�
��� ��������� �� $*+ 6-%� ����
�#�����
�� ����������� �� ��
�������� ��
��
��e-

sítményszintje. 

(16.23) 

(16.24) 

(16.25) 

(16.26) 

(16.27) 
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